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Sprawdz, czy arkusz egzaminacyjny zawiera 18 stron
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Zadanie 1. (4 pki)
Wielomian f, ktorego fragment wykresu przedstawiono na ponizszym rysunku speknia
warunek f(0)=90. Wielomian g dany jest wzorem g(x)=x"—14x"+63x-90. Wykaz,

ze g(x)=—f(—x) dla xeR.

Z rysunku odczytuje miejsca zerowe funkcji f i zapisuje jej wzor w postaci

iloczynowej f(x)=a(x+6)(x+5)(x+3).
Funkcja spetnia warunek f(0)=90, czyli a(0+6)(0 +5)(0+3)=90.
Obliczam wspolczynnik a: a =1 i zapisuje wzor funkcji f:

F(x)=(x+6)(x+5)(x+3).
Wzor funkeji f zapisuje w postaci: f(x)=x" +14x* +63x +90.
—f(~x)= —[(—x)-‘ +14(=x) +63(-x)+ 90] =
=—|—x*+14x = 63x +90 | =
=x" —14x" +63x —90 = g( x)

Zatem —f (-x)=g(x) dla xeR.
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Zadanie 2. (4 pkt)

Rozwiaz nierownosc ‘x - 2‘ + |3x - 6‘ < | X | .

‘3x - 6‘ =3. |x — 2‘ , wWiec nierownosé przyjmuje postac: 4|x — 2| < |x| :
Rozwiqzanie nierownosci:

—4(x-2)<-x gdy xe(-=,0)
—4(x—-2)<x gdy xe(O,Z)
4(x-2)<x gdy xe(Z,oo)

X >§ gdy xe(-»,0)

x>§ gdy xe(O,Z)

\x<§ gdy xe<2,00)

W przedziale (—,0) nierownosé nie ma rozwiqzania.

Rozwiqzaniem nierownosci w przedziale (0, 2) sq liczby rzeczywiste nalezqce do

3 8 - 3 - 3 r r - 3
przedziatu {g, 2], natomiast rozwiqzaniem nierownosci w przedziale <2,00) sq
. ) . : 8
liczby rzeczywiste nalezqce do przedziatu ( 2, 3)

Rozwiqzaniem nierownosci ‘x - 2‘ + |3x — 6| < |x‘ Jest wiec przedzial [%, 2]
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Zadanie 3. (5 pkt)
Liczby x, =5 +\/’E 1x,=5- \/E sa rozwiazaniami rownania x’ — (p2 + q3 )x +(p + q) =0

z niewiadoma x. Oblicz wartosci p i ¢.

Zapisuje rownanie kwadratowe w postaci iloczynowey:

(x-5-v23)-(x=5++23)=0
przeksztatcam je do postaci ogolnej

(x—5) -23=0

x’=10x+2=0
Porownuje odpowiednie wspolczynniki obu postaci rownania i stwierdzam, Ze
muszq by¢ spelnione réwnoczesnie dwa warunki: p° +q> =101 p+g=2.
Rozwiqzuje uktad rownan {p ‘+q =10

p+qg=2

Dokonuje podstawienia: ¢=2— p i otrzymuje rownanie kwadratowe z jednq
niewiadomaq: p’-2p-3=0.
Rozwiqzaniem tego rownania kwadratowego sq liczby: p, =3 lub p,=-1.
Obliczam wartosci ¢ w zaleznosci od p:

Dla p,=3, q, =1, natomiast dla p,=-1, q, =3.
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Zadanie 4. (4 pkt)

Rozwiaz rownanie 4 cos’x =4sinx+1 w przedziale <0, 271') .

Przeksztatcam rownanie: 4(1 —sin? x) =4sinx +1

4sin’x +4sinx—3=0

Wprowadzam pomocniczq niewiadomq sinx =t i t € (—1,1) , 1 zapisuje rownanie
4> +4t—-3=0.

Rozwiqzaniem tego rownania sq liczby: t, :% lub t, = —%, f e(—l,l).

sl S 1
Powracam do podstawienia i otrzymuje: sin x = 3

Rozwiqzuje rownanie sin x :% w przedziale (0,27): x :% Iub x = 5%
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Zadanie 5. (5 pkt)

—+3 | =p z niewiadoma x. Wyznacz liczb¢ rozwiazan tego réwnania

X
w zalezno$ci od parametru p.

Dane jest rownanie

dla x#0.

2
Szkicuje wykres funkcji f(x) :‘ —+3
X

- - . r r - 2 * r -
Z wykresu odczytuje liczbe rozwiqzan rownania | —+3|=p w zaleznosci od
X

parametru p.
e dla p <0 rownanie nie ma rozwiqzania,
o dla p=0 lub p=3 rownanie ma jedno rozwiqzanie,

e dla 0< p<3 lub p>3rownanie ma dwa rozwiqzania.
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Zadanie 6. (3 pkt)
Udowodnij, ze jezeli ciag (a,b,c) jest jednoczesnie arytmetyczny i geometryczny,

toa=b=c.

Stosuje  zwiqzki miedzy  sqsiednimi  wyrazami  ciqgow  arytmetycznego
i geometrycznego do zbudowania uktadu rownan:

a-+c
2
=

=b

a b’

Podstawiam do drugiego rownania w miejsce b wyrazenie i otrzymuje

, ) a+c)
rownanie: ac = 5

Wykonuje rownowazne przeksztatcenia:
4ac=a’ +2ac +c’
a’—2ac+c* =0
(a- c)2 =0, a stqd otrzymuje rownos¢ a =c.
Korzystajqc z rownosci a=c i z pierwszego rownania uktadu otrzymuje:

2 -C ’ rr
ENa b, stqd otrzymuje rownosc¢ c=b.

Poniewaz zachodzi a=c i b=c, wiec a=b=c, co nalezato udowodnic.
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Zadanie 7. (4 pkt)

Uzasadnij, ze kazdy punkt paraboli o rownaniu y = %xj +1 jest rownoodlegly od osi Ox iod

punktu F =(0,2).

Wybieram dowolny punkt P lezqcy na paraboli i oznaczam jego wspotrzedne

1
w zaleznosci od jednej zmiennej P = [x, sz + 1].

Punkt P, =(x,0) jest rzutem punktu P na o$ Ox. Odleglos¢ punktu P od osi Ox

1
jest rowna ‘PPL‘ = sz +1].
1 2 . . 1 2 1 2
i +1>0 dla kazdego x € R, wiec |PR =7" +1 =% +1.
Wyznaczam odleglosc¢ punktu P od punktu F:
» >
|PF| sz +[—x2 +1 —2)
4
1 1
|PF| :\/—x4 +—x*+1
16 2
: 2
|PF|= [lxz +1) e =L
4 4 4

Zatem |PP|=|PF|.
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Zadanie 8. (4 pkt)

Wyznacz wspolrzedne s$rodka jednoktadnosci, w ktorej obrazem okrggu o rownaniu
(x —16)2 +y* =4 jest okrag o rownaniu (x —6)j +(y—4)3 =16, a skala tej jednoktadnosci
jest liczba ujemna.

2

Srodkiem okregu (x—16)" + y* =4 jest punkt S, =(16,0), a promiern 1, =2.

Srodkiem okregu (x - 6)2 + (y - 4)2 =16 jest punkt S, = (6, 4), a promien r,=4.

¥

Na plaszczyznie kazde dwa okregi sq jednoktadne. W tym przypadku stosunek
dlugosci promieni danych okregow jest rowny 2, wiec szukam punktu

S =(x, ), ktory jest srodkiem jednokiadnosci o skali (-2).

Z wlasnosci jednokladnosci wynika réwnanie: SS,=-2-S,,
S—..S‘Z:[G—x,ﬁl—y], S—.Sl:[IG—x,—y]
[6—x,4—y] :—2-[16—x, —y]

[6 -x,4- y] = [—32 + 2x, Zy]
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38
Obliczam odcietq punktu S: 6 —x=-32+2x, stqd x = R

Obliczam rzedngq punktu S: 4—y =2y, stqd y =

0 W

W |

3

Odp. Srodkiem jednokladnosci jest punkt S = [?,

)
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Zadanie 9. (4 pkt)
Wyznacz dziedzing i najmniejsza wartos¢ funkcji f(x) =log N (Sx - x* ) .

r - 2 -
Korzystam z faktu, Ze funkcja logarytmiczna dla podstawy rownej N Jjest

malejqca. Oznacza to, zZe funkcja f przyjmuje najmniejszq wartos¢ dla
najwiekszego argumentu.
Wyznaczam dziedzine funkcji f:
8x—x">0
X (8 — x) >0
X€e (0, 8)
Wyrazenie 8x — x* osiqga najwigkszq wartosé dla x = 4 i jest ona réwna 16.

Najmniejszq wartosciq funkcji f (x)=log ;(8x—x?) jest liczba log ;(16).

Obliczam wartos¢ funkcji f dla argumentu 16, korzystajqc z definicji logarytmu:

10g£(16):y

y .
——=4, wigc y=-8
) ecy

Odpowiedz: Liczba (—8) jest najmniejszq wartosciq funkgji f.
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Zadanie 10. (4 pkt)

Z pewnej grupy osob, w ktorej jest dwa razy wigcej mgzezyzn niz kobiet, wybrano losowo
dwuosobowa delegacje. Prawdopodobienstwo tego, ze w delegacji znajda sig tylko kobiety
jest rowne 0,1. Oblicz, ile kobiet i ilu m¢Zezyzn jest w tej grupie.

Oznaczam: n — liczba kobiet, 2n — liczba mezczyzn i n > 2.
Zdarzeniem elementarnym jest kazdy dwuelementowy podzbior zbioru
3n - elementowego.

Wyznaczam moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych C):

-5

A — zdarzenie polegajqce na tym, ze w delegacji znajdujq sie tylko kobiety.

Wyznaczam liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia A:

e[

Obliczam prawdopodobienstwo zdarzenia A:

n(n—-1)

P(4)= 3n(331 -1) - 3(§n_—11)'
2

Zapisuje rownanie wynikajqce z warunkow zadania :

n-—1 _i
3(3n—1) 10
10n—-10=9n -3

n=7

Odpowiedz: W grupie jest 7 kobiet i 14 mezczyzn.
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Zadanie 11. (5 pky)

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym dane sa: H —wysokos¢ ostrostupa oraz
o. —miara kata utworzonego przez krawgdz boczna i krawedz podstawy (45" <a <907).

H}
tg?a -1’

a) Wykaz, Ze objgtosé V' tego ostrostupa jest rowna %

2 .
b) Oblicz miarg kata « , dla ktorej objgtos¢ V' danego ostrostupa jest rowna aH *. Wynik

podaj w zaokragleniu do catkowitej liczby stopni.

Wprowadzam oznaczenia:
a — dlugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa,

h —wysokosé sciany bocznej ostrostupa.

a) Z trojkqta prostokqtmego BES wyznaczam h: — =tga, stqd h = % tga.

N>

Stosuje twierdzenie Pitagorasa w trojkqcie prostokaqtnym SOE i otrzymuge:

HH[E)_ =h’.
2

. ..o a . . . P a
Podstawiam wyrazenie E-rga' w miejsce h, otrzymuje H~™ + [E)

Il
Y
N
—
U
]
—
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Wyznaczam a’:
H2+a—_:a—_-tgja, sza—_-(tgja—l), a’ = {‘,H .
4 4 Z tgra -1

2

Obliczam objetosc ostrostupa:

podstawiam do wzoru V:lajH wyznaczonq wartos¢ a’ = ZEH_ ;
3 tg'a —1
V:L %H_ -H:i- H — co nalezato wykazac.
3 tgra—1 3 tga—1
, .2 . 4 B

b) Zapisuje rownanie: —-H =—-— )

9 3 tga—1
Mnoze obie jego strony przez i otrzymuje rownanie: 1:t 1

ga—

Stqd tg’'a =7 czyli tga = J7 (odrzucam rownosé tgo = 7, bo « jest kqtem

ostrym).
J7 ~2,6458

Z tablic funkcji trygonometrycznych odczytuje szukanq miare kqta o: a =69".
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Zadanie 12. (4 pkt)
W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatne maja dhugosci: ‘BC | = =12 . Na boku

AB wybrano punkt D tak, ze odcinki BC i CD maja rowne dlugosci. Oblicz dlugosé
odcinka 4D .

Rysuje wysokosé CE poprowadzonq z wierzcholka C trdjkqta ABC. Jest ona
Jjednoczesnie wysokosciq trdjkqta rownoramiennego BCD, co ozmnacza, zZe
|BE|=|DE|.

Trojkat BEC jest podobny do trojkqta ABC (oba trojkaty sq prostokqtne, kat

EBC jest ich kqtem wspolnym).
|BE| \Bc\

Z podobienstwa trojkqtow wynika proporcja
p )R PPJ|BC‘ ‘AB|

Obliczam dlugos¢ odcinka AB: |AB|=~9* +12° =15 i korzystajqc z wyznaczonej

proporcji obliczam dhugos¢ odcinka BE: |BE| =

\AB| 5
Wyznaczam diugosc odcinka AD: ‘AD|—15 2. %:% 4%.

Odpowiedz: Odcinek AD ma diugosc rowng 4%.
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