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Schemat oceniania do zadan otwartych

Zadanie 26. (2 pkt)

Rozwiaz nierownos¢ x* +11x+30<0.

I sposdb rozwiazania

Obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego:

e obliczamy wyroznik tréjmianu kwadratowego i pierwiastki tego trojmianu:

) B | £0 B
)

A=1, x =

1

albo
e stosujemy wzory Viete’a:
X, +x,=-11 oraz x,-x, =30
istad x, =-6, x, ==5
albo
e rozkladamy tréjmian na czynniki, np.:

o grupujac wyrazy i wytaczajac wspolny czynnik,
o korzystajac z postaci kanoniczne;j

[x+£J_ —l:[x+£—lJ[x+£+lJ:(x+5)(x+6),
2 4 2 2 2 2

Podajemy zbidr rozwigzan nierownosci:
e rysujemy fragment wykresu funkcji kwadratowej z zaznaczonymi miejscami
zerowymi i odezytujemy zbioér rozwiazan

>
X

albo
e rozwiazujemy nierowno$¢ (x+5)(x+6)<0 analizujac znaki czynnikow.

Zbiorem rozwiazan nierownosci jest przedziat (—6, —5) .

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

ZdaJacy OIIZYIMILJE .ccvveecsraressrsnessssnsssssnsssssnsssssnsssssnsssssnsssssnsssssnsssssnsssssnssssnsssssansassansassassssens 1 pkt
gdy poda poprawnie pierwiastki trojmianu kwadratowego lub zapisze tréjmian w postaci

iloczynowej i na tym poprzestanie lub dalej popetni btedy

Zdajacy OIFZYIMUJE ...eeeeerrerseerienissnenniisensessssssnsnsssssssnsssssssssssssssssassssssansssssssnsssssssnsasassssnneses 2 pkt
gdy:
e poda zbi6r rozwiazan nieréwnosci: (—6, —5) lub xe (—6, —5) lub (x=-6 i x<-5)

Ctisnna 2 = A
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albo
e zapisze zbior rozwiagzan nierownosci w postaci x > —6, x < -5, o ile towarzyszy temu

ilustracja geometryczna (0s liczbowa, wykres)
albo

e poda zbior rozwiazan nierowno$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow.

. .

-6 -5 x

II sposob rozwiazania

Zapisujemy nieroOwnos¢ w postaci

a nastepnie Je:JrH _ <l
&E 2) 4
11 1
X+—|<—,ast
‘ 21 2 ad
erESl 1 x+£2—l.
2 2

Zatem x<-51i x=-6.

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania

ZdaJaCy OIFZYIMILJE ..eeeeeeernieiinieiineeiineeiineeiisnesssneesssnsesssssssssnssssssssssnsssssnsssssanssssaasassasssssns 1 pkt
o . 1 1, |

gdy doprowadzi nierownos¢ do postaci x+3 < 1 lub |x +7 55 1 na tym poprzestanie

lub dalej popetni btedy.

ZdaJaCy OIFZYIMILJE ..eeeeeeerneerinieiineeiineeiineeiisnesissncssssnsesssnsssssnssssasssssnassssnsssssaassssansassasssssns 2 pkt

gdy:

e poda zbiér rozwiazaf nieréwnosci: (—6,-5) lub x&(—6,-5) lub (x> -6 i x<-5)
albo
e zapisze zbior rozwiazan nierownosci w postaci x =2 —6, x < -5, o ile towarzyszy temu
ilustracja geometryczna (os liczbowa, wykres)
albo
e poda zbior rozwiazan nierbwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow.

. ‘

-6 -5 X

Y

Ctrnna A4 = )
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Zadanie 27. (2 pkt)

Rozwiaz rownanie x* +2x*—5x-10=0.

I sposéb rozwigzania (metoda grupowania)

Przedstawiamy lewa strong rownania w postaci iloczynowej stosujac metodg grupowania
WyTrazow

(x+2)(x*-5)=0

Stad x =-2 lub x=—-/5 lub x=+/5.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Zdajacy OIFZYIMUJE ...eeeeerrerseerienissenenissensesssssninssssssnnsssssssnsssssssssassssssansssssssnsssssssnsassssssnnssss 1 pkt
gdy:
e poda poprawna postac iloczynowa wielomianu po lewej stronie réwnania
(x+ 2)()(3 —5) =0 lub (x+ 2)(x —\/g) (x+\/§) =0 ina tym poprzestanie lub dalej

popetnia btedy
albo
e zapisze postac iloczynowa z blgdem (o ile otrzymany wielomian jest stopnia trzeciego
i ma trzy rézne pierwiastki) i konsekwentnie do popelnionego btgdu poda rozwiazania
rownania.

Zdajacy OIFZYIMUJE ...eeeeerrerseerienissneeniisssnsesssssninsssssssnsssssssssssssssssassssssansssssssnsssssssnsassssssnnssss 2 pkt

gdy wyznaczy wszystkie rozwiazania rownania: —5,-2,+5.

II sposéb rozwigzania (metoda dzielenia)
Stwierdzamy, ze liczba -2 jest pierwiastkiem wielomianu. Dzielimy wielomian

x*+2x* =5x—10 przez dwumian x+ 2 iotrzymujemy x” —5. Zapisujemy réwnanie
w postaci (Jc+2)(.7c2 —5) =0.Stad x=-2 lub x =—+/5 lub x=+/5.

Schemat oceniania I1 sposobu rozwigzania

Zdajacy OtIZYIMUJE ..eeecereeerceeisennsacsssnessnsssansssansssnessnssssnssssssssasssassssnsssnssssssssasssssssssasssnsssassns 1 pkt
gdy

e podzieli wielomian x* + 2x* —5x —10 przez dwumian x+ 2 otrzymujac x” -5 ina
tym poprzestanie lub dalej popetnia btgdy
albo
e podzieli wielomian z blgdem (o ile otrzymany iloraz jest stopnia drugiego i ma dwa
rozne pierwiastki) i konsekwentnie do popetnionego blgdu poda rozwiazanie
rownania.

2.daJaCy OIIZYIMUJE .ccveercrnresirnnesinncsinneisancissansessansessnssesssnsesssssessnssesssssssssssassaasassaasassasssssns 2 pkt
gdy wyznaczy wszystkie rozwiazania roéwnania: -5 , —2, J5.
Uwaga:
1. Jezeli zdajacy zapisze x(f —5) 2(.7«72 —5) =0 (brak znaku przed liczba 2) lub
x*(x+2)5(x+2)=0 (brak znaku przed liczba 5) i na tym zakonczy, to otrzymuje

Ctrnna § = 2l
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0 punktéw. Jezeli natomiast kontynuuje rozwiazanie i zapisze (x+2) (.vc3 —5) =0, to
oceniamy to rozwiazanie tak, jakby ten blad nie wystapit.

2. Jesli zdajacy wykonat dzielenie przez dwumian x — p nie zapisujac, ze p jest jednym
z rozwigzan réwnania x’ +2x*-5x—-10=0 i w koncowej odpowiedzi pominie
pierwiastek p podajac tylko pierwiastki tréjmianu kwadratowego, to przyznajemy
2 punkty.

Zadanie 28. (2 pkt)
Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest dluzsza od jednej przyprostokatnej o 1 cm
i od drugiej przyprostokatnej o 32 cm. Oblicz dtugosci bokow tego trojkata.

Rozwigzanie
Niech x oznacza dtugos¢ przeciwprostokatnej. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

rownanie
(x-1) +(x-32) =x* i x>32
Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie
x*—66x+1025=0.
Wtedy x, =25 (sprzeczne z zatozeniem) oraz x, =41.
Odpowiedz: Przeciwprostokatna ma dlugosé 41 cm, jedna przyprostokatna ma dlugos¢ 9 cm
a druga ma dtugos¢ 40 cm.

Uwagi:
b

1. Jezeli zdajacy zapisze rownanie x* +(x +31)2 =(x+32)", gdzie x+32 jest

dtugoscia przeciwprostokatnej, to po przeksztatceniach otrzyma réwnanie
x*—2x—63=0.Wtedy x=9 lub x=-7.

2. Jezeli zdajacy zapisze rownanie x° + (x -3 1)2 = (x + 1)2 , gdzie x +1 jest dlugoscia

przeciwprostokatnej, to po przeksztatceniach otrzyma réwnanie x* —64x+960 =0,
gdy x+1 jest dlugos$cia przeciwprostokatnej. Wtedy x =40 lub x =24 .

Schemat oceniania

Zdajacy OtIZYIMUJE ..eeecereeerseessennsacsrensssnsssanssssssssnsssnssssnssssssssnsssassssnsssnssssssssassssssssnasssnsssassns 1 pkt
gdy zapisze rownanie z jedna niewiadoma.

To rownanie w zaleznosci od przyjetych oznaczefi moze miec postac:

(x —1)2 +(x - 32)2 =x?, gdy x jest dlugoscia przeciwprostokatne;j
albo

2 2

x*+(x+31) =(x+32)", gdy x+32 jest dtugoscia przeciwprostokatnej
albo

2

x*+(x-3 1)2 =(x+1)", gdy x+1 jest dtugoscia przeciwprostokatne;j.

Ctinna A = U
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2.dajacy OIIZYIMUJE ...ccccicceieiinniiinniiianiiianmisesiisesmsssmmsssmsssmsssmsssmsssssssssasssssassssasssssns 2 pkt
gdy obliczy dlugosci bokow tego trojkata: 9 cm, 40 cmi 41 cm.

Zadanie 29. (2 pkt)

Dany jest prostokat ABCD. Okrggi o Srednicach AB i AD przecinaja si¢ w punktach 4 i P
(zobacz rysunek). Wykaz, ze punkty B, P i D leza na jednej proste;j.

D C
P
A B
I sposob rozwigzania
D C
P Faczymy punkt P z punktami 4, Bi D. Kat APD
jest oparty na potokrggu, wigc ‘{APD‘ =90°.
Podobnie kat APB jest oparty na polokrggu,
wigc ‘{APB| =90°, Zatem
|«DPB| =|«APD|+|<APB| =90° +90° =180°,
A B czyli punkty B, P i D sa wspolliniowe.

Uwaga.

Po uzasadnieniu, ze trojkaty APD i1 APB sa
prostokatne mozemy roéwniez zastosowac
twierdzenie Pitagorasa dla tych trojkatow
i trojkata ABD, otrzymujac rownosc
|BD| = ‘BP‘ +|PD|, ktora oznacza

wspolliniowosé punktéw B, Pi D.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

2.daJaCy OIIZYIMUJE .ccveercrnresirnnesisnncsinneisnneisnnsesssssesssssesssnsesssasesssssesssasssssssassaasassaasassasssssns 1 pkt
gdy zauwazy, ze |{APD| =90° oraz |{APB‘ =90° i na tym poprzestanie lub dalej popetnia

bledy lub gdy w jego rozumowaniu wystgpuja luki.

Zdajacy OIFZYMUJE ...eeeeerrerseerinnissneeniisseasississninsssssssasssssssssssssssssassssssansssssssnsssssssnsassssssnnssss 2 pkt
gdy uzasadni, ze ‘{APD‘ = ‘{APBl =90° i wywnioskuje, ze punkty B, P i D sa wspolliniowe,

Ctrnna 7T = )
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IT sposob rezwiazania (jednoktadnosé)
D C  Niech O i § beda srodkami obu okregow
1 R bedzie punktem przecigcia odcinkow AP

N i OS.
0 Odcinek OS laczacy s$rodki okrggow dzieli ich
R wspolna cigeiwg na potowy, wige |[4AR| =| RP|.

Wtedy punkty D, P i B sa obrazami punktow
wspotliniowych O, R, § w jednoktadnosci
B o s$rodku A i skali 2, wigc sa wspotliniowe.

N/

Schemat oceniania IlI sposobu rozwiazania

Zdajacy OIFZYIMUJE ...eeeeerrevseerienisieneenissensessssssnissssssssnsssssssnsssssssssassssssansssssssnsssssssnsassssssnsssss 2 pkt
gdy zauwazy i uzasadni, Ze punkty D, P i B sa obrazami punktéw wspoétliniowych O, R, S
w jednoktadnosci o $rodku 4 i skali 2, wigc sa wspotliniowe.

I11 sposéb rozwigzania (metoda analityczna)

Umieszczamy okrggi w uktadzie wspotrzednych,
A tak jak na rysunku.
D C Zapisujemy uktad réwnan (réwnania okrggow):

P (.vc—.fx)2+y3:a2
x? +(y—b)2 =b’
b Rozwiazujac ten uktad réwnan otrzymujemy
wspotrzedne punktu P:
: P:{ 2ab®  2a’h J
U

Y

a* +b*’ a* +b?

, . . , X
Rownanie prostej BD ma postaé —+ A .

2a 2b
Poniewaz

1 2ab +L. 2a°b b’ . a’ 1
2a @ +b* 2b aF+b* aP+b aP+b>
wigc punkt P lezy na prostej BD.

Schemat oceniania 111 sposobu rozwigzania

ZdaJaCy OIIZYIMILJE .ccveersraeessrsnessssnsssssnsssssnsssssnssssnsssssnsssssnssssanssssansssssnssssnnssssansarsansassassssens 1 pkt
x—a) +y =a

gdy zapisze ukltad rownan: i i na tym poprzestanie lub dalej popetnia bigdy.
x*+(y—b) =b’

2.dajacCy OIIZYIMUJE .cccceercrnresiranesisaneisaneisnncsssaneesssssesssssesssssesssssessnssesssssssssssassaasassaasassasssssns 2 pkt

gdy wykaze, ze punkt P lezy na prostej BD.

Ctisnma 8 =
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IV sposob rozwiazania
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D C
N
A M B

Odcinki N4 i NP sa promieniami okrggu o $rednicy 4D, wigc |AN ‘ = ‘PN | Podobnie odcinki
MA i MP sa promieniami okrggu o $rednicy 4B, wige |AM | = IPM ‘ . Zatem czworokat AMPN
jest deltoidem. Stad wynika, ze |<NAM|=|[«NPM|. Ale [«NAM|=90°, wigc

(1) |«<NPM|=90°

Trojkaty NPD i MBP sa rGwnoramienne, bo |PN | = |DN | oraz |PM ‘ = ‘BM | . Stad wynika, ze
180° —|[<«PND| 180° —|<PMB|

(2) |«<NPD| = oraz |«<MPB|= :

Z faktu, ze AMPN jest deltoidem wynika ponadto, ze

(3) |« AMN| =|«PMN| oraz |« ANM|=|«<PNM|.

Trojkat AMN jest prostokatny, wigc

(4) |<CANM | +|<«AMN| =90°.

Obliczmy teraz miarg kata BPD

(1(2)180° — |« PMB]| 180° —|<«PND)|
|«BPD|=|«MPB| +|«NPM| +|«<NPD| = +90° + ~

=270° —%(|«;CPMB| +|«PND|) = 270° —%(180" — 2|« AMN|+180° -2 -|«cANM ) =

4)

=90° + (| <CAMN| + |« ANM]) = 90° + 90° = 180° ,

To oznacza, ze punkty B, P i D sa wspolliniowe,

Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania

ZdaJaCy OIIZYIMILJE .ccveersraeessrsnessssnsssssnsssssnsssssnsssssnsssssnsssssnsssssnssssanssssanssssnnssssansassanssssassssens 1 pkt
gdy zauwazy, ze czworokat AMPN jest deltoidem, uzasadni, ze kat MPN jest prosty i zapisze
wszystkie rownos$ci migdzy miarami katow w trojkatach: DNP, BMP, AMN, MNP,

pozwalajace wykaza¢, ze |«BPD|=|<MPB|+|<NPM|+|<NPD|=180°.

Zdajacy OIFZYIMUJE ...eeeeeererseerieniseeneniisssnsisssssninsssssssnsssssssssssssssssassssssansssssssnsssssssnsassssssnsesss 2 pkt
gdy wykaze, ze |<BPD| =|<MPB|+|<NPM|+|<NPD| =180°.

Ctisnma 0 = 2
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Zadanie 30. (2 pkr)
Uzasadnij, ze jesli (.ff +b3)(.f:2 +d’ ) =(ac +ba")2 ,to ad =bc.

Rozwigzanie

Przeksztalcajac (03 +b’ )(03 +d’ ) =(ac +bd )2 otrzymujemy kolejno:
a’c> +a’d’ +b’c’ +b’d’ =a’c’ + 2abed + bd’

a’d” —2abcd +b*c’ =0

(ad —bc)’ =0

ad = bc

Schemat oceniania

ZdaJaCY OIFZYIMIJE ..eeeeerernieiinieiineciineeiineeiisneeisneesssnsesssnsssssnsssssssssssassssnsssssaasassaasassasssssns 2 pkt
gdy przeprowadzi pelny dowod twierdzenia.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy przeprowadzi rozumowanie pomijajac niektore przypadki np. rozwazy
tylko dodatnie wartosci iloczynow ad i bc , to przyznajemy 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwo$é¢ twierdzenia dla konkretnych wartosci a, b, ¢, d, to
przyznajemy 0 punktow,

Zadanie 31. (2 pki)

Ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w zapisie ktorych pierwsza cyfra jest parzysta
a pozostate nieparzyste?

Rozwigzanie

W zapisie danej liczby na pierwszym miejscu moze wystapi¢ jedna z cyftr: 2, 4, 6, 8, czyli
mamy 4 mozliwosci. Na drugim miejscu moze by¢ jedna z cyfr: 1, 3,5, 7, 9, czyli mamy 5
mozliwo$ci. Tak samo na trzecim i czwartym miejscu. Zatem mamy 4-5° =500 takich liczb.

Schemat oceniania

ZdaJaCy OIFZYIMILJE ..eeeeerernierineeiinneiineeiineeiisnessssnessssnsesssnssssanssssassssssassssnsssssaassssaasassasssssns 1 pkt
gdy:
e poprawnie obliczy, ile jest mozliwosci wystapienia cyfry na pierwszym miejscu i dalej
popelnia blad lub na tym poprzestanie

albo

e poprawnie obliczy, ile jest mozliwosci wystapienia cyfry na drugim, trzecim i czwartym
miejscu a popelni btad podajac liczbg cyfr na pierwszym miejscu.

Zdajacy OIIZYMUJE ...eeeeiererseerienisieeeenissensisssssninsssssssnsssssssssssssssssassssssansssssssnsssssssnsassssssnnssss 2 pkt

gdy poprawnie obliczy, ile jest szukanych liczb: 4-5°, nawet, gdy popelni btad w obliczeniu
tego iloczynu, np. 4-5° =600 .
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Zadanie 32. (4 pkt)
Ciag (lx,y—1) jest arytmetyczny, natomiast ciag (x,y,12) jest geometryczny.
Oblicz x oraz y i podaj ten ciag geometryczny.

I spos6b rozwiazania

. : . : 1+y-1 :
Z wlasnosci ciagu arytmetycznego otrzymujemy réwnanie x = + ,ezyli y=2x,
a z whasno$ci ciagu geometrycznego wynika réwnanie y* = x-12,

y=2x

2

Rozwiazujemy uklad rownan .
y =12x

Otrzymujemy rownanie kwadratowe 4x” —12x =0, astad x =3 lub x=0.

x=0 x=3
Zatem uktad rownan ma dwa rozwiazania lub .
y=0 y=6
Pierwsze rozwiazanie nie spelnia warunkéw zadania, gdyz ciag (0,0,12) nie jest
geometryczny.
Zatem x =3 i y =6, stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12).

II sposob rozwiazania
Korzystajac z definicji ciagow arytmetycznego i geometrycznego otrzymujemy uktad rownan

x=1+r

y—l=x+r ) )
3 przyczym x#01 y#0, r2-11g+#0.
y=x-q

12=y¢
Rozwiazujemy ten uktad i otrzymujemy

x=3

y=06

4

q=2

r=2

Zatem x =3 1 y=6. Stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12).

Schemat oceniania 1 i I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA cuueeerrnieiiiiiiiiticiiticcitecctecsaecssseecsaeessaes s sassssssasssssnssssaassssnasssnsssssns 1 pkt
Wykorzystanie wlasnosci ciagu arytmetycznego albo geometrycznego (definicji lub wzoru na
n-ty wyraz) 1 zapisanie rownania, np.:

x_1+y—1

. albo rownan, np.: x=1+r i y—-1l=x+r

albo
e ' =x-12 alboréwnan.np.: y=x-qgil2=y-q.

Ctinna 11 = 2
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStofny POSTEP .ccccvervrrinmninmnsteinininisnnissnnssnesssnsssnssssnsssnsssnessns 2 pkt
Zapisanie uktadu rownaf pozwalajacego obliczy¢ x iy, np.:
x=1+r
y= 2x x=1+r
y=2 y-l=x+r
R albo y=x-q albo y—l=x+r albo
yo=lax 12= =12 v
=y-q y =12x 12=y-q

Uwaga

Zdajacy nie musi zapisywac uktadu rownan, wystarczy, ze zapisze wszystkie konieczne
zaleznosci.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania.........ciiinseiininiiniinninnssissisesnsessasssssssseens 3 pkt
Zapisanie i rozwigzanie rownania kwadratowego z jedna niewiadoma, np.:

o 4x'—12x=0,stad x=3 lub x=0
albo

e ' —6y=0,stad y=0 lub y=6.

ROZWIgZanie PelNe ...uceeicineiiniiiiiniiininiiniinncsencceeccsesceesssssssssnssssssasesssasessnassssnss e 4 pkt
Obliczenie x=3 i y =6 oraz zapisanie ciagu geometrycznego (3,6,12) g

Uwaga
Przyznajemy 4 punkty, gdy zdajacy obliczy x=3i y=6 i poda ciag geometryczny w

postaci a, =3-2"".

I11 sposob rozwiazania

Z wlasnosci ciagu arytmetycznego otrzymujemy rownanie
I+y-1

,ezyli y=2x,

natomiast z wlasnosci ciagu geometrycznego rownanie

2:X,przy czym x 20 oraz v#0.
y X
y=2x
Rozwigzujemy uklad rownan {12y
yox
y=2x y=2x
Otrzymujemy kolejno ¢ 12 2x , 12 57 zatem x =31 y=6.

2x X 2x
Stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12) .

Schemat oceniania I11 sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA cuueeeernieiiniiiiiiciiticcinecceeccseccsseecsaeessaes s ssss s ssassssnsssssaassssnasssnsssssns 1 pkt
Wykorzystanie wlasnosci ciagu arytmetycznego (definicji lub wzoru na n-ty wyraz) albo
wykorzystanie wtasno$ci ciagu geometrycznego (definicji lub wzoru na n-ty wyraz)
1 zapisanie:
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. . I+y-1
e rownania, np.: x = =
albo
. . 12 vy
e rownania, np.. —=—
Rozwigzanie, w Ktorym jest istofny POStEP ..cccevueeeciricieicrnccecsuesnsiencisncnesnessssnscnneseesaes 2 pkt
Zapisanie uktadu réwnan pozwalajacego obliczyé x i y, np.:
y=2x
12y
y o x
Uwaga

Zdajacy nie musi zapisywac uktadu rownan, wystarczy, ze zapisze wszystkie konieczne
zaleznoSci.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......ccceecsceniiniencinnsnncnnscessensinnssnssnsssnssenssnnes 3 pkt
Zapisanie i rozwiazanie rownania z niewiadoma x, np.:

12 2x ,

—=—1x=3,

2x X

ROZWIgZanie PelNe ...ucceeiciiiiiiiiciiniiininiiniiccenccesc s ceessssssssssssssssasesssassssnassssnss e 4 pkt

Obliczenie x =3 i y =6 oraz zapisanie ciagu geometrycznego (3,6,12) :

IV sposob rozwigzania:

Z wlasnosci ciagu arytmetycznego otrzymujemy rownanie

x:M,czyli y=2x.

Ciag (x,y,12) jest geometryczny i y =2x, zatem iloraz ¢ tego ciagu jest rowny 2.

s . 12 . 12
Z wlasnosci ciagu geometrycznego otrzymujemy y = 5 6ix= T

Zatem x =31 y =6, a stad otrzymujemy ciag geometryczny (3,6,12) .

3.

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZANMIA ZAAANIA caueeenrnieiitniiiitiiciiticcitecciteesiaeecsseecssaeessassssssssssnassssnsssssaassssaasssnsssssns 1 pkt
1+ y-1
Wykorzystanie wlasnosci ciagu arytmetycznego i zapisanie rownania, np.: x = % .
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStofny POSTEP «ccvcverrerriernicnnnsreiererciennssnnssrncesnrsssnssssnsssncsnnenns 2 pkt
e zapisanie ciagu geometrycznego (x,2x,12)
albo
e obliczenie ilorazu ¢ tego ciagu: g=2.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania......ccceeescenienieiniensensnssensnnisisssssnsssnssesssnnes 3 pkt
Obliczenie x=3 lub y=6.
ROZWIgZanie PelNe ..uceeicieiiniiiiiniiininiinieiesenccnenc s cessssssssssssssssnasesssasessnassssnssans 4 pkt

Obliczenie x=3 i y =6 oraz zapisanie ciagu geometrycznego ( 3,6,12 ) .
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Zadanie 33. (4 pkt)
Punkty 4=(1,5), B=(14,31), C=(4,31) sa wierzchotkami trojkata. Prosta zawierajaca

wysokos¢ tego trojkata poprowadzona z wierzchotka C przecina prosta AB w punkcie D.
Oblicz dtugos¢ odcinka BD.

I sposob rozwiazania
Wyznaczamy rownanie prostej AB: y=2x+3.

|
Wyznaczamy réwnanie prostej CD, prostopadtej do prostej AB: y = —Ex +33.

Obliczamy wspolrzedne punktu D: D =(12,27).
Obliczamy dtugos¢ odcinka BD: IBD‘ =25 .

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA caueeecrnieiiniciiiiciitticcineccttneciaecssseecssaeessssesssnssssssassssnsssssanssssaasassnsssssns 1 pkt
Wyznaczenie réwnania prostej 4B (albo wspolczynnika kierunkowego a prostej 4B albo

wspolrzednych wektora AB ): y=2x+3 (a=2, AB = [13,26] ).

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSTEP ..cceeereicieeeirenseeininiciensssesssescnscisnsssssssasssnnenns 2 pkt

Wyznaczenie rownania prostej CD: y = —%x +33.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ..........occververciensecccsccnscnienssncsneceessensaeens 3 pkt
Obliczenie wspotrzednych punktu D: D =(12,27).

ROZWIQZanie PelNe ..uuiceeceieicieicnrinnrinnninnnesssses s ssssssssssssssssssaassssaassssnassrsass e 4 pkt
10
Obliczenie dlugosci odcinka BD: |BD‘ :2\/§ lub |BD| =—

N

II sposob rozwiazania
Wyznaczamy rownanie prostej AB: y=2x+3.

Wyznaczamy réwnanie prostej CD, prostopadlej do prostej AB: y = —%x +33.

Obliczamy odlegtos¢ punktu B =(14,31) od prostej CD o rownaniu x+2y —66 =0
[14+2-31-66|

NG

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA cuueeeernieiinriiitiecctiiccnecceeccseessseecsaeessasessassssssassssssssssnassssnasssnssssen 1 pkt
Wyznaczenie rownania prostej 4B (albo wspolczynnika kierunkowego a prostej 4B albo

wspolrzednych wektora AB ) y=2x+3 (a=2, AB = [13,26] ).

=245, wiec |BD| =245 .

Rozwigzanie, w Ktorym jest istofny POStEP ...ccevrvivirrnissnnsrnsninisisnssssnssnssinnsssnssssnssnssnnssnns 2 pkt

1
Wyznaczenie rownania prostej CD: y = —Ex +33.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........innnnesen. 3 pkt
. y . [14+2-31-66

Zastosowanie wzoru na odlegtos¢ punktu B od prostej CD: 5 .

ROZWIQZANIE PEINE ettt ceseccsseecsses s ssss st saassssnassssnassssnsasns 4 pkt

Obliczenie dlugosci odcinka BD: |BD‘ :Z\E lub |BD| =

10
\/g .
I11 sposéb rozwigzania

Wyznaczamy rownanie prostej AB: y=2x+3.

Obliczamy odleglos¢ punktu C = (4,31) od prostej AB o rownaniu 2x— y+3=0:
|2-4-31+3] 20

CD|=——+—=—.

=5 %

Obliczamy dtugo$é¢ odcinka CB: ‘CB| =10.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDB obliczamy dlugo$é odcinka BD:

(20) +|BD|" =107, wige |BD|=2v5 .

NG

Schemat oceniania I1I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANMIA ZAAANIA caueeenrnieiitniiiitiiciiticcitecciteesiaeecsseecssaeessassssssssssnassssnsssssaassssaasssnsssssns 1 pkt
Wyznaczenie rownania prostej AB : y =2x +3 .

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSTEP ..ccueevveviemeiteeseeininicieissseesneecnscissssssasssasssnnsnns 2 pkt
Obliczenie odlegtosci punktu C =(4,31) od prostej AB o rownaniu 2x—y+3=0:
2 lub [CD| =445 .

D ‘_\24 31+3| 2
J5

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........cinnneesen. 3 pkt

lub |CD| =

Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDB: [%} + ‘ B DF =10°.

ROZWIQZanie PelNe ..uuiceeceieiiiiiicnrinniinnnnissessiss s sssssssssssssssssssassssaassssnassrsnsssns 4 pkt
10
Obliczenie dlugo$ci odcinka BD: |BD‘ =25 lub |BD| =

Js5
IV sposob rozwiazania

Obliczamy dtugos¢ odcinka CB oraz wysokos¢ trojkata ABC opuszczong z wierzchotka A4:
|CB|=10, h, =26.

Obliczamy pole trojkata ABC: P, = % =130.

Obliczamy dtugo$¢ odcinka 4B: |AB‘ =+/845.

y . - |4B]|-|cD|
Pole trojkata ABC mozemy zapisaé: P, = 5 Zatem

1345 |cp| 130
2
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Stad |CD| =445 .
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDB obliczamy dlugo$é odcinka BD:
(45) +[BD[ =10%, wiee |BD|=245.

Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA caueeernieitiiciitiiciiiicciiccciteccsecssseeesaeessasesssssssssassssnsssssnassssaasssnsssssns 1 pkt
Obliczenie pola trojkata AB : P,,. =130.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istofny POSTEP «ccvcverrerrierninnnsrnicrnrciennssnnssrecesnrsssnssssnsssncsnnenns 2 pkt
Obliczenie dlugosci odcinka CD: ‘CD| =445

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania......cccoeercnseenininsensessnssessnsisnsssssnsssnssesssenes 3 pkt

Zastosowanie twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDB: (4\/5 ) + |BD|2 =10".

ROZWIQZANIE PINE ettt cseccsseessses s sssssssasssssaassssnassssnsnsns 4 pkt
10
Obliczenie dlugosci odcinka BD: |BD‘ =24/5 lub |BD| = ﬁ )

V sposob rozwiazania

V685, |cB|=10.
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow CDB i ADC zapisujemy uktad rownan:
|cB|" =|BD| +|cD[

Obliczamy dlugosci wszystkich bokow trojkata ABC: |AB|

A’ =(|4B|-|BD) +|cDf
Wyznaczajac |CD|EZ pierwszego rownania i podstawiajac do drugiego rownania

ofrzymujemy:
(\/@)2 :(\/84_5—\31)\)2 +10°-|BDY’.

Stad |BD| =245 .

Schemat oceniania V sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZZANIA ZAAANIA caueeenenieiiniiiitiiciiiecciteccteccseesssaeecssaeessaes s sssssssnasssssassssaassssaasssnsssssns 1 pkt

Obliczenie dlugosci wszystkich bokow trojkata ABC: |AB‘ = /845, |CB‘ =10.
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSTEP ..cceeveeciereisenseeinnicinnscseestessnscissssssessasssnnenns 2 pkt
Zapisanie uktadu rownan:

\cB| =|BD[ +|cD[

(A =(|4B|-|8D])"+|cDf
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........iicnccinniniinicnnsnnsninsisisessssessenns 3 pkt

Zapisanie rownania z niewiadoma BD; (\/685 )2 = (\/’% —IBJDl)2 +10% - ‘BDF .
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Rozwigzanie pelne ... 4 pkt
Obliczenie dlugosci odcinka BD: |BD‘ :2\/§ lub |BD| = 2

P

Zadanie 34. (5 pkr)

Droga z miasta A do miasta B ma dlugo$¢ 474 km. Samochdd jadacy z miasta A do miasta B
wyrusza godzing pozniej niz samochdod z miasta B do miasta A. Samochody te spotykaja sig
w odlegtosci 300 km od miasta B. Srednia predko$é¢ samochodu, ktory wyjechat z miasta A,
liczona od chwili wyjazdu z A do momentu spotkania, byta o 17 km/h mniejsza od $rednie;
predkosci drugiego samochodu liczonej od chwili wyjazdu z B do chwili spotkania. Oblicz
srednia prgdkosé¢ kazdego samochodu do chwili spotkania.

I sposob rozwigzania

Niech v oznacza srednia predkos¢ samochodu, ktory wyjechal z miasta B i niech ¢ oznacza
czas od chwili wyjazdu tego samochodu do chwili spotkania.

Obliczamy, jaka droge do chwili spotkania pokonal samochdd jadacy z miasta A: 174 km.
Zapisujemy uktad rownan

v-t=300

(v-17)(¢-1)=174
Przeksztalcajac drugie rownanie uwzgledniajac warunek v-¢ =300 otrzymujemy:
v=143-17¢.
Otrzymana warto$¢ v podstawiamy do pierwszego rownania i otrzymujemy:
17¢> =143t +300 =0 .
Rozwiazaniami tego rownania sa liczby:
4 :2:4i it,=4.

17 17 -~

Stad v, =68, v, =75.

Odpowiedz: pierwsze rozwiazanie: v, =51 km/h, v, =68 km/h,

drugie rozwiazanie: v, =58 km/h, v, =75 km/h,
gdzie v,oznacza predkos¢ samochodu jadacego z miasta A, a v,oznacza predkosé
samochodu jadacego z miasta B.

Uwaga
Mozemy otrzymac inne roéwnania kwadratowe z jedna niewiadoma:

17¢; =109 ,+174=0 lub v, —109v, +2958 =0 lub v;—143v,+5100=0.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Uwaga
W ponizej zamieszczonym schemacie uzywamy niewiadomych v,,¢, oznaczajacych

odpowiednio: pr¢dkosc i czas dla samochodu jadacego z miasta A oraz niewiadomych v,, ¢,

oznaczajacych odpowiednio: pr¢dkos¢ i czas dla samochodu jadacego z miasta B. Oczywiscie
w pracach maturalnych te niewiadome moga by¢ oznaczane w inny sposob. Nie wymagamy,
by te niewiadome byly wyraznie opisane na poczatku rozwiazania, o ile z postaci rownan
jasno wynika ich znaczenie.
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Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA c.ueeernrnieeitnriiitieiiiticcitecctteesiseesssaeeessaeessssasssnsssssnassssnnssssaassssaasssnsssssns 1 pkt
Obliczenie, jaka drogg do chwili spotkania pokonat samochod jadacy z miasta A: 174 km.
Zapisanie rownania:

(VB_]’?)(IB _]): 174 lub (1;‘4 +17)(f‘4 +1):300 .

Uwaga
Przyznajemy 0 pkt, jezeli zdajacy zapisze tylko rownanie v, -7, =300 lub v -t, =174 lub

odpowiednio zapisze, ze (v, +17)-(#; +1)=174 lub (v, -17)-(¢, -1)=300.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStofny POSTEP ..cccerrvrriemninnnstninininisnnsssnsssnesisisssnssssnsssnsssnessns 2 pkt
Zapisanie uktadu rownaf np.
(vy—17)(t, —1)=174 " v,-t, =174
u
v, 1, =300 (v, +17)(z,+1)=300

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania.........ceceeeveeciercecnensnnensenisinincsnesessensenns 3 pkt
Sprowadzenie do rownania z jedna niewiadoma v, lub ¢, lub v, lub ¢, , np.

[1?4+1?](rA +1)=300 lub (v, +1?)[1?4

t, v

+1]:300

A

lub [300—17](1‘3—1):174 lub (1:5—17)[300—1]:174.

B Vg

Uwaga
Zdajacy nie musi zapisywac uktadu rownan, moze bezposrednio zapisa¢ rownanie z jedna
niewiadoma.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. blgdy rachunkowe)......ccceeceeressnieccnsersesessnssessassaniacsanns 4 pkt

e rozwigzanie rownania z niewiadoma v, z bigdem rachunkowym i konsekwentnie do

popekionego blgdu obliczenie predkosci obu samochodow

albo
, o . _ . 58 7
e rozwigzanie rownania z niewiadoma ¢, bezblednie: t, =3 h lub ¢, = Ek :3E h
i nieobliczenie predkosci samochodu jadacego z miasta A
albo
, o . _— . 75 7
e rozwigzanie rownania z niewiadoma ¢, bezblgdnie: 1, =4h lub 1, =—h :4ﬁh
i nieobliczenie prgdkosci samochodu jadacego z miasta B
albo

e obliczenie ¢, lub ¢,z bledem rachunkowym i konsekwentne obliczenie predkosci v, ,

Vi
albo
e rozwiazanie rownania kwadratowego i przyjecie tylko jednego rozwiazania lub

predkosci tylko jednego samochodu.

Ctrnna 18 =



Pobr%no z arkusze24.pl

Klucz punktowania do zadan zamlmietych oraz schemat oceniania do zadan otwartyc
Probny egzamin maturalny z matematyki 2010

Rozwigzanie pelne ... 5 pkt
v, =58 km/h {1{4 =51km/h

Obliczenie predkosci obu samochodow:
vy =75 km/h vy = 68 km/h

Uwaga
Zdajacy otrzymuje 5 punktow tylke w przypadku, gdy prawidlowo przyporzadkuje
predkosci.

II sposob rozwiazania
Niech v, oznacza $rednia predko$¢ samochodu, ktory wyjechat z miasta A, zas v, oznacza

srednia predkos¢ samochodu, ktory wyjechat z miasta B oraz niech ¢ oznacza czas od chwili
wyjazdu samochodu z miasta B do chwili spotkania samochodow.
Obliczamy, jaka drogg do chwili spotkania pokonal samochdd jadacy z miasta A: 174 km.

. . . 174 300 . . i .
Zapisujemy rownania: v, = PRTE Vy = - wowczas  ofrzymujemy rownanie
174 300
—_—t+17=—.
t—1 t
Przeksztatcamy to rownanie do rownania kwadratowego 17¢° —143¢+300=0.
Rozwiazaniami tego rownania sa liczby: ¢, = % = 4% s =4,
75 7 : :

Dla ¢ = 7 =4— otrzymujemy v,=5Lv,=68 oraz dla ¢ =4 otrzymujemy
v, =58, v, =75.
Odpowiedz: Pierwsze rozwiazanie v, =51 km/h, v, = 68 km/h.

Drugie rozwiazanie v, =58 km/h, v, =75 km/h.

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Uwaga
W ponizej zamieszczonym schemacie uzywamy niewiadomych v,,v,,¢ oznaczajacych

odpowiednio: prgdkos¢ dla samochodu jadacego z miasta A, predkos¢ dla samochodu
jadacego z miasta B oraz czas dla samochodu jadacego z miasta B.

Oczywiscie w pracach maturalnych te niewiadome moga by¢ oznaczane w inny sposob. Nie
wymagamy, by te niewiadome byly wyraZnie opisane na poczatku rozwiazania, o ile z postaci
rownan jasno wynika ich znaczenie.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA caueeenrnienitniciiiiciiticcitecceeccsecssseccsaeesssssssssssssnassssnsssssnassssaasssassssens 1 pkt
Obliczenie, jaka drogg do chwili spotkania pokonat samochdd jadacy z miasta A: 174 km .
Zapisanie rownan na srednie pre¢dkosci samochodow wyjezdzajacych z miasta A i z miasta B,

np.

300 174

vV .
S S |
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Uwaga
. PRT : : i . 300 174
Przyznajemy 0 pkt, jezeli zdajacy zapisze tylko réwnanie v, =—— lub v, :—1 albo
t I S
L : 3 174
odpowiednio zapisze, ze v, =— .
T+l
Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania.........ceeeevercercienseesccsccsscniennsncsnesessensaenes 3 pkt
P . . : . 174 300
Zapisanie rownania wymiernego z jedng niewiadoma, np. 1 +17= e

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)........cneivcreicnnincnininsenincsensecnenas 4 pkt
e rozwiazanie rownania z blgdem rachunkowym i konsekwentnie do popelnionego btgdu
obliczenie predkosci obu samochodow

albo
e rozwigzanie rownania i przyjecie tylko jednego rozwiazania lub predkosci tylko
jednego samochodu.

ROZWIQZANIE PEINE ettt csseecssss s ssss s saassssnassssnassssnssns 5 pkt
v, =58 km/h {1{4 =51km/h

Obliczenie predkosci obu samochodow:
vy =75 km/h vy = 68 km/h

Uwaga
Zdajacy otrzymuje 5 punktow tylko w przypadku, gdy prawidlowo przyporzadkuje
predkosci.

Ctrnma Wl = )



