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2 Egzamin maturalny 7 matematyki
Klucz punktowania odpowiedzi — poziom rozszerzony

Za prawidlowe rozwigzanie kazdego z zadan inng metoda niz przedstawiona w schemacie
przyznajemy maksymalna liczbg punktow.

Zadanie 1. (0-4)
Obszar standardow Sprawdzane umiej ¢tnosci
Uzycie i tworzenie strategii Rozwiazanie nierownosci z wartoscia bezwzgledna

I sposéb rozwigzania (wyrdznienie na osi liczbowej przedziatow)

Wyrozniamy na osi liczbowej przedziaty: (—,-2), (—2,1), <l,oo).

Rozwiazujemy nieréwnosci w poszczegolnych przedziatach i w kazdym przedziale bierzemy
czg$¢ wspolna tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwiazah nierownosci.

xe(—oo,—Z) xe<—2,l) xe(l,oo)

-2x—-4-x+1<6 2x+4—-x+1<6 2x+4+x-1<6

-3x<9 x<1 3x <3

x=>-3 W tym przypadku x <1

W tym przypadku rozwiazaniem nierownosci | W tym przypadku
rozwigzaniem nierownosci | jest —2<x <1 rozwigzaniem nierownosci jest
jest 3<x< -2 x=1

Y aczac otrzymane rozwiazania, podajemy ostateczna odpowiedz: —3 < x <1 lub zapisujemy
odpowiedz: Zbiorem rozwiazan nierownosci jest (—3,1) .

11 sposob rozwigzania (zapisanie czterech przypadkow)
2x+4 =0 {2x+420 {?x+4<0 {2x+4<0

Zapisujemy cztery przypadki: {

x—1=20 x—1<0 x—120 x—1<0
2x+4 20 2x+4 20 2x+4 <0 2x+4<0
{,\*—120 {x—l<0 {,\*—120 {x—l<0
2x+4 =20 2x+4 20 2x+4<0
1x-120 lx-1<0 niemozliwe lx-1<0
[ 2x+4+x—-1<6 [ 2x+4-x+1<6 [—2x—4-x+1<6
x=>-2 x=-2 x<-2
tx21 tx<l tx<l
3x<3 (x<1 [—3x<9
x=z-2 x<—2
tx21 xe(—Z,l) txx<l
|x<1 (x=-3
=1 xe(—S,—2)

Laczac otrzymane rozwiazania, podajemy ostateczna odpowiedz: —3 < x <1 lub zapisujemy
odpowiedz: Zbiorem rozwiazan nierownosci jest (—3,1) .
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Schemat oceniania
Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep .....c.ceeceveenne 1 pkt

albo

) o 2x+420 [2x+420 |2x+4<0 |2x+4<0
e zapisze cztery przypadki:

x=1=20 x-1=20 x-1<0

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........ccevrenienns 2 pkt
Zdajacy zapisze nierownosci w poszczegolnych przedziatach, np.
L xe(—0,-2) -2x-4-x+1<6

L xe(-21)  2x+4-x+1<6

x-1<0

ML xe(lw)  2x+4+x-1<6

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ............ 3 pkt
e zdajacy poprawnie rozwiaze nierdwnosci i wyznaczy czgsci wspolne otrzymanych
wynikow z poszczegolnymi przedziatami tylko w dwoch przypadkach, popeni btad
w trzecim przypadku i konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do konca

albo
e zdajacy poprawnie rozwiaze nieréwnosci tylko w dwoch przedziatach i wyznaczy
czgsci wspodlne otrzymanych wynikow z poszezegolnymi przedziatami i konsekwentnie
doprowadzi rozwiazanie do konca
albo
e zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwiaze nierownosci i wyznaczy czesci
wspolne otrzymanych wynikow z poszczegdlnymi przedziatami tylko w dwéch
przypadkach, stwierdzi, ze jeden jest niemozliwy, popetni btad w trzecim przypadku
i konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do kofica
Rozwigzanie Pelne ......cccevverseessennsnnsssenssnssssnsssnsssassssssssasssanss 4 pkt

Zdajacy zapisze odpowiedz: x e (—3,1) i

111 sposdb rozwigzania (graficznie)

Rysujemy wykresy funkcji f(x)= |2x+ 4‘+ | x—1| i prosta o réwnaniu y =6.
Wyrézniamy na osi liczbowej przedziaty: (—o,-2), <—2,1) . <l,oo) :
Zapisujemy wzor funkcji f w poszczegélnych przedziatach bez wartosci bezwzgledne;j, np.
—3x-3 dla x €(—0,-2)
f(x)=9x+5 dla xe(-2.1)
3x+3 dla xe(l,oo)

Rysujemy wykres funkcji f i prosta o rownaniu y =6
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Odczytujemy odcigte punktow przecigeia sig¢ wykresu funkcji f i prostej o rownaniu y =6:
x=-31 x=1.
Podajemy argumenty, dla ktérych f (x) <6: x€ <—3, 1>.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA cveieicrniessrncessnnsesannscssnesssansssssnssssnnssssnnssssssssssnsssssnsssssnassnns 1 pkt

Zdajacy wyrézni przedziaty: (—oo,-2), <—2,1) \ (l,oo).

Rozwigzanie, w ktorym jest istofny postep ......cceeeerveisnrssanesnnnenns 2 pkt
Zdajacy zapisze wzor funkcji f w poszczegolnych przedziatach, np.
L xe(-,-2) f(x)=-3x-3

IL xe(-2.1)  f(x)=x+5
ML xe(lo) f(x)=3x+3

lub
—3x-3 dla x €(—0,-2)

f(x)=4x+5 dla xe(-2.1)
3x+3 dla xe(l,oo)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........cccceenieniiisninnnnens 3 pkt
Zdajacy narysuje wykres funkcji fi prosta o rownaniu y =6.

Rozwigzanie pelne.......oieieenceennninsnesscnsnesnissnesacsssnssnsssassssacenss 4 pkt
Zdajacy zapisze odpowiedz: x e (—3,1) :
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Zadanie 2. (0-4)
Obszar standard 6w Sprawdzane umiejg¢tnosci
Uzycie i tworzenie strategii Rozwiazanie roOwnania trygonometrycznego

Rozwigzanie
Przeksztalcamy rownanie do postaci, w ktorej wystgpuje tylko jedna funkcja
trygonometryczna:

21— sin® x)—5sin x—4 =0
Porzadkujemy to rownanie i wprowadzamy niewiadoma pomocnicza:
—2sin” x—5sinx—2=0 , t=sinx, gdzie t € (— L, 1). Roéwnanie przyjmuje teraz postac:

20 +5t+2=0
Rozwiazujemy rownanie kwadratowe ze zmienna ¢:

A=9 ¢t =-2 tzz—%ale t, g{—11)

Zapisujemy rozwigzania rGwnania sin x = -3 nalezace do przedziatu (0,2;.?) :

7 . 7
Xx=—-1ix=—rx.
6 6

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania zadania..........eeninninnnnennin, 1 pkt
Zapisanie rownania w zaleznos$ci od jednej funkcji trygonometrycznej, np.

~2sin”* x—5sin x—=2=0 lub 2sin® x +5sin x+2=0.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....ceccevvveisnrssanens 2 pkt
Wprowadzenie pomocniczej niewiadomej, np. ¢ =sin x, zapisanie rOwnania w postaci
—2t*=5t-2=0 lub 2¢> +5t+2=0.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........cocceveveenee 3 pkt

Rozwiazanie rownania kwadratowego (t=—-2 lub r = _5) i odrzucenie rozwiazania t = —2.

Uwaga
Zdajacy moze od razu rozwiazywac rownanie kwadratowe (w ktorym niewiadoma jest sin x)

1 Zapisac rozwigzanie w pOSt&Cl simmx = —E lub sin x = -2 oraz Zapisac, Ze rownanie

sin x = —2 jest sprzeczne.
Rozwigzanie Pelne .......ccverrveirennssncnsnensnnnsnnssnssacsssnsssnsssaness 4 pkt
Rozwiazanie rownania w podanym przedziale:

X:zﬂ' lub .X:Eﬂ'
6 6

albo
x=210° lub x=330°
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Zadanie 3. (0-4)
Obszar standardow Sprawdzane umiej¢tnosci
Uzycie i tworzenie strategii Rozwiazanie zadania, umieszczonego w kontekscie
praktycznym, prowadzacego do badania funkcji
kwadratowej
Rozwiazanie
D2 F 1 —x C
2x
1
E
1 -2x
A 1 B

Dhigosci odcinkoéw |BE| i |CF| sa nastepujace: |BE|=1-2x, |CF|=1-x.

Pole trojkata AEF jest wigc rowne:

-P :l—1(1—2,\*)—1-2x-(l—x)—lx:x2 —lx+l

oA 2 2 2 27 2

P

AEF

=P

ABCD —

P

ABE

-P

ECF
. . . . : » 1 | |
Pole trojkata AEF jest funkcja zmiennej x: P(x)=x —Ex+5 dla xe O,E )

1

2 l c <0,%> , a parabola o rdwnaniu P (r) =x’ —%x +% ma ramiona

Poniewaz x, =-—
4

skierowane ,.ku gorze”, wige dla x :% pole trojkata AEF jest najmniejsze.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
rozwigzania Zadania.......eeeeeenniinenennenneenninniensesiensesinnns 1 pkt
Zapisanie, ze Pier = Pypep = Papp = Pepr = Pupe lub Pipr = Pypep — (‘PADF + Pegp + PABE)'

Rozwigzanie, w ktorym jest istofny postep.......ccecueerevernresnnesencenns 2 pkt
Zapisanie pol trojkatow ADF, ABE i CEF: P, = %x, P :%

1 Py :L;-Z'x =—x" +x.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........ccccceiiniiincinsanens 3 pkt

w postaci tréjmianu kwadratowego zmiennej x: P(x) =x —%x +% .

Rozwigzanie pelne....cicicescsnnnnniiiinssnnsnnininnnsnansninsinsna, 4 pkt

Zapisanie P

AEF

Wyznaczenie x, dla ktorego funkcja przyjmuje minimum: x = % .
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I1 sposob rozwiazania (geometria analityczna)

D x F l —x C
2x

E
1 —2x

A l B

Przyjmujemy wspolrzgdne punktéw na plaszezyznie: A =(0,0),F =(x,1),E =(1,1-2x).
Wyznaczamy pole trojkata AFE:

1 1 1 " N T
P:E|(,\*—O)(l—2x—0)—(1—0)(1—0)|:E|x(l—2x)—l|:5|x—2x —l‘_2|2x —x+1]
5> 1 1
Plx)=x" ——x+—
(x)=x 2\*+2
1
) . o 1 1 , ) , 1 1 )
Poniewaz x,, :_TZZE 0,5 , a parabola o réwnaniu P(,\*):x ——X+— ma ramiona

skierowane ,.ku gorze”, wigc dla x :% pole trojkata AEF jest najmniejsze.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
rozwigzania Zadania ......eeieeeseeenueneininansnssiassans, 1 pkt
Wyznaczenie wspotrzednych punktow na ptaszczyznie:

A=(0,0),F =(x1),E=(1,1-2x).

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....cecerrveisnrssanens 2 pkt
Wyznaczenie pola trojkata AFE :

1 1 1 s L
P= E|(x—0)(1 ~2x-0)-(1-0)(1-0)| = k(1 —~2x) - :5|x—2x‘ -1|= . |22 = x+1]

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......cceveennninns 3 pkt
. PP . . » 1 |

Zapisanie P,,,. w postaci trojmianu kwadratowego zmiennej x: P(x) =X ——x+5.

Rozwigzanie pelne ......cccccviinniiiinsnnsnnninnnneisnannannninei. 4 pkt

Wyznaczenie x, dla ktorego funkcja przyjmuje minimum: x :% .
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Zadanie 4. (0-4)
Obszar standardow Sprawdzane umiej¢tnosci

Uzycie i tworzenie strategii Stosowanie twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianéw
przez dwumian

Rozwigzanie
Korzystajac z warunkéw zadania zapisujemy uktad rownan
{8+4a+2b+1 =7

27+4+9a+3b+1=10

Z uktadu réwnan obliczamy a i b
4a+2b=-2

{9(1 +3b =-18

b=-2a-1
Ou—6a-3=-18

a=-5
b=9
Warunki zadania sa spetnione dla ¢ = -5, b =9.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do rozwigzania
ZAAANIA 1eiinieinininninninnieiiniisinsimioeisesesnesiemesasssteisiesssssasess 1 pkt
Zapisanie jednego z réwnan:

8+4a+2b+1=7 albo 27+9a+3b+1=10

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......cvenninniiinieines 2pkt
Zapisanie uktadu rownan:

{8+4a+2b+1 =7

274+9a+3b+1=10
Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslajg

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......coceeruivnenes 3pkt.
Rozwiazanie uktadu rownan z blgdem rachunkowym.
Rozwigzanie pelne.......ieiiicninnnninsnninnsninsiinsississsss 4 pkt.

Rozwiazanie uktadu rownan: a =5, b =9.

Zadanie 5. (0-5)
Obszar standardow Sprawdzane umiej ¢tnosci

Modelowanie matematyczne | Wykorzystanie wlasno$ci ciggu arytmetycznego i ciagu
geometrycznego

1 sposéb rozwiazania

Z wlasnosci ciagu arytmetycznego mamy: 2b =a+ c¢. Stad i z warunkéw zadania
otrzymujemy, ze : 2b=10 czyli b=5.
Z wlasnosci ciagu geometrycznego zapisujemy roOwnanie: (b + 4)2 = (a + l)- (c + 19).
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b=5
Zatem otrzymujemy uktad réwnan, np.<a +¢ =10

(b+4) =(a+1)-(c+19)
Z drugiego rownania wyznaczamy g =10—¢ lub ¢=10-¢g 1 wstawiamy do trzeciego
réwnania.
Otrzymujemy réwnanie, np. 9° =(10—c+1)(c+19) lub 9° =(a+1)(10—a +19).
Przeksztalcamy to réwnanie i otrzymujemy réwnanie z niewiadoma ¢ lub a, np.
¢’ +8c—128=0 lub a’ —28a+52=0.
Rozwigzaniem réwnania sq :
¢, =8,¢,=—16 lub aq, =2, a, =26.
Zatem szukanymi liczbami sa: ¢ =2, b=5,c=8 lub a =26, b=5, c=-16.

Schemat oceniania do I sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny do pelnego rozwigzania
FZOHIBTIIR s o0iussivsrissvosssiossissvasssinssbssmissbassossbassbasssesmbsabassbosabsnbtans 1 pkt
Wykorzystanie wtasnosci ciagu arytmetycznego (geometrycznego) i zapisanie odpowiedniego
rOwnania, np.

e 2b=a+c

albo
o (b+4) =(a+1)(c+19)
Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep .......cccceevveecnnene 2 pkt

Wykorzystanie wlasnosci obu ciggdéw (arytmetycznego i geometrycznego) i zapisanie ukltadu
rownan umozliwiajacego obliczenie liczb a, b, ¢, np.

2b=a+c
a+c=10
(b+4) =(a+1)-(c+19)
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......eueineinnn 3 pkt
Przeksztatcenie uktadu réwnan do rownania kwadratowego z niewiadoma ¢ lub a, np.
¢’ +8¢—128=0 lub a’ -28a+52=0
Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........... 4 pkt
e poprawne rozwiazanie rownania kwadratowego, odrzucenie jednego z rozwiazan
i poprawne wyznaczenie drugiej tréjki liczb
albo
o przeksztalcenie ukladu rownan z jedna niewiadoma do rownania kwadratowego
z blgdem rachunkowym, np. blad w redukcji wyrazow podobnych lub w przepisywaniu
i konsekwentne doprowadzenie rozwiazania do konca (o ile otrzymane réwnanie
kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste).
Rozwigzanie pelne .....ceicinnicnnnicnnninnnninnnn. S pkt
Wyznaczenie szukanych liczb: a=2, b=5, c=8 lub a =26, b=5, c =-16.

I1 sposob rozwiazania
Oznaczamy: przez a — pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego, a przez r — roznicg tego ciagu.
Wowczas b=a+r, c=a+2r.

Z wlasnosci ciagu arytmetycznego i z warunkow zadania mamy 2a+2r =10, stad a+r =35
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Z wlasnosci ciagu geometrycznego zapisujemy roOwnanie, np.

(a +r +4)2 :(a +l)(a +2r+l9),

a+r=5

(a +r+4)2 =(a+1)(a+2r+19)

Z pierwszego réwnania wyznaczamy a =5—r 1 podstawiamy do drugiego roéwnania.
Otrzymujemy rownanie kwadratowe z niewiadoma r:

(5—r+r+4)2 :(5—r+l)(5—r+2r+19) lub F*+18-63=0.

Rozwiazaniami tego rownania sa: r, =3 lub r, =-21.

a nastgpnie zapisujemy uklad rownan: {

Nastgpnie obliczamy a, b, c.
Warunki zadania spetniaja liczby: a =2, b=5,¢c=8 lub a =26, b=5, c=-16.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania Zadania ... 1 pkt
Wprowadzenie oznaczen: a — pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego, r — roznica tego ciagu
oraz wykorzystanie definicji ciagu arytmetycznego do zapisania odpowiedniego rownania, np.
2a+2r=10 lub a+r=35

Rozwigzanie, w ktorym jest istofny postep ......cceveernvessnrssancsancenns 2 pkt
Wykorzystanie wlasnosci ciagu geometrycznego i zapisanie uktadu rownan, np.

{a+r:5
(a+r+4)2 =(a+1)(a+2r+19)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ceeevievnnieinniennns 3 pkt
Przeksztalcenie uktadu rownan do réwnania z niewiadoma r, np.

(5 —r+r+4)2 =(5-r+1)(5-r+2r+19) lub " +18-63=0.
Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe).......cesvenasnnnes 4 pkt
e poprawne rozwiazanie rownania kwadratowego, odrzucenie jednego z rozwiazan, np.
r <0 1 poprawne wyznaczenie drugiej trojki liczb
albo
e przeksztalcenie uktadu rownan z jedna niewiadoma do rownania kwadratowego
z blgdem rachunkowym, np. blad w redukcji wyrazéw podobnych lub w przepisywaniu
i konsekwentne doprowadzenie rozwiazania do konca (o ile otrzymane roéwnanie
kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste).
ROZWIQZanie Pee .....eieineienneiesniesniesnnissnnessnnesssnessssnessssnes 5 pkt
Wyznaczenie liczb spetniajacych warunki zadania: @ =2, b =5, ¢ =8 lub
a=26,b=5, c=-16.
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Zadanie 6. (0-5)
Obszar standard 6w Sprawdzane umiejg¢tnosci

Uzycie i tworzenie strategii Przeprowadzanie dyskusji trymianu kwadratowego
z parametrem

I sposéb rozwiazania (wzory Viete’'a)
X +mx+2=0
Zapisujemy uktad warunkow:

A>0
X +x >2m° 13

Rozwiazujemy pierwsza nierdownosc¢ tego uktadu:

A=m>-8
A>0
m> —8>0

me (—oo,—2\/§)u (2\/5,00)

Aby rozwiaza¢ druga nierownos$¢, najpierw przeksztalcimy lewa strong nierdéwnosci,
korzystajac ze wzoréw Viéte’a:

X +x; = (x1 + X, )2 -2xx, = (— m)2 —2.2=m’-4

Rozwiazujemy zatem nierOwnosc:

m* —4>2m* —13

m> -9 <0 , wige m € (— 3,3)

Wyznaczamy wspolna czgs¢ zbiorow rozwiazan ukladu nierownosci:

me (— oo,—2\/§)u (2«!5,00) ime (— 3,3), wigc m e (— 3,—2\5)u (2\5,3).

11 sposob rozwigzania (wzory na pierwiastki troymianu)
Zapisujemy uktad warunkow:

A>0
X +x>2m’ —13

Rozwiazujemy pierwsza nierownosc:
A=m" -8
A>0 m>-8>0

me (—oo,—2«/5)u (2«5,00)

Obliczamy pierwiastki rownania kwadratowego:

_—m+\v‘m?—8 —m—~m*> -8

X =— X, =
2 i 2
Obliczamy sumg kwadratow pierwiastkéw rownania kwadratowego:
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s 2 —m+~m -8 ) —m—Nm" -8 :
X +x, = 5 + 5 =
_ m> —2mNm’ -8 +m’ —8 _I_m2 +2mm* -8 +m* -8 _
4 4
2m’ +2m° —16 R
= =m —4

4
Rozwiazujemy druga nierownos¢:
m* —4>2m* -13
m*—9<0
me (— 3.3)
Wyznaczamy wspolna czgs¢ zbiorow rozwiazan uktadu nierbwnosci:
me (—oo,—2\/5)u (2\/5,00) 1me (— 3,3), wigc m € (— 3,—2\5)1\) (2\5,3).
Schemat oceniania
Rozwiazanie zadania sktada sig z trzech czgdci.
a) Pierwsza polega na rozwiagzaniu nieréwnosci A >0, me (— oo,—2u/§)u (2\5,00).
Za poprawne rozwiazanie tej czgsci zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Uwaga
Jezeli zdajacy rozwiazuje nierownos¢ A >0, to nie otrzymuje punktu za tg czgsc.

b) Druga polega na rozwiazaniu nierdwnosci x°+x,°>2m’—13, me (— 3,3).
Za te czgs¢ rozwiazania zdajacy otrzymuje 3 punkty.

c) Trzecia polega na wyznaczeniu czg$ci wspoélnej rozwiazan nierownosci z a) i b).
Za poprawne rozwiazanie trzeciej cz¢sci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

W ramach drugiej czg$ci rozwigzania wyrézniamy nastgpujace fazy:

Rozwiazanie czg¢Sci b), w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do

pelnego rozwigzania......ieiiininiininiinniniisssisies 1 pkt
. - - r Foow 2 2 2 . ’ - . 2 2

e zapisanie nierownosci x; + x5 >2m~ —13 w postaci rownowaznej m- —4 > 2m~ —13

albo

e wykorzystanie wzoréw na pierwiastki trojmianu kwadratowego 1 zapisanie nierownosci

—m+m° —8 2+ —m—\m" —8 2
2 2

Pokonanie zasadniczych trudnoesci cz¢sci b) zadania................... 2 pkt
Doprowadzenie do postaci nieréwnosci kwadratowej m”> -9 <0.

Rozwigzanie bezblgdne czgSci b)...uececererecnnsicecececnenincnnnsnecnnennes 3 pkt
Rozwiazanie nierownosci: m e (— 3.3).

ROZWIQZanie Pele .....eieeneieneeiesnnicnniesnnissnnesssnesssnessssnessssnes 5 pkt
Wyznaczenie czgsci wspolnej rozwiazan nierdwnosci i podanie odpowiedzi:

me(-3-2v2)u(2v2.3)

>2m” —13.
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Zadanie 7. (0-6)
Obszar standard 6w Sprawdzane umiejg¢tnosci

Uzycie i tworzenie strategii Stosowanie rownan i nierownosci do opisania zaleznosci
w prostokatnym uktadzie wspotrzednych

Rozwigzanie

37

g

[-2-5+1

SR

Obliczona odleglos¢ d jest rowna dhugosci wysokosci trojkata ABC poprowadzonej do boku
BC. Znamy pole tréjkqta ABC, wige obliczamy dtugosc boku BC.

\/__sf

Punkt C :(x,y) lezy na prostej o rownaniu y = x+1, zatem C :(x,x+1). Z warunkow

Obliczamy odleglto$¢ punktu A od prostej y=x+1: d =

P, =15 stad —d |BC|_15 wigc |BC|

zadania mamy |AC| = ‘BC| , wigc ze wzoru na dlugos¢ odcinka zapisujemy réwnanie:

\/(x+2)2 +(x+1—5)2 =542
Rozwiazujemy otrzymane rOwnanie;

Ja+2P +(x+1-57 =5y2 ()

¥ +4x+4+x7 —8x+16 =50

x> =2x-15=0

A =64 x =5 x, =-3

Obliczamy rzgdne punktow: y, =6 y, =-2

Warunki zadania spelniaja dwa punkty: C, = (5, 6) C,= (—3, -2).

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postgp jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do calkowitego rozwigzania zadania........ccceevevrenisnnnneccsnnnns 1 pkt

Obliczenie odleglosci punktu A od prostej y =x+1: d = 32,




Pobrano z arkusze24.pl

14 Egzamin maturalny 7 matematyki
Klucz punktowania odpowiedzi — poziom rozszerzony

Rozwigzanie, w ktorym jest istofny postep ......cceeueervessnrssanesnnnenns 2 pkt
Obliczenie dtugosci odcinkow AC i BC: ‘AC| = ‘BCI =542.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......ccccevviiniiincinnnnens 4 pkt

Ulozenie uktadu rownan pozwalajacego obliczy¢é wspolrzgdne punktu C (odleglosc
|AC| =542 oraz punkt C nalezy do prostej o réwnaniu y =x+1)

y=x+1

(x+2) +(y-5) =50
i sprowadzenie uktadu do réwnania kwadratowego: x* —2x—15=0.
Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......ccecunnienes 5 pkt
RoOZWIgzZanie pele .. eieiceiennicsnniesnniessnissnnessnnesssnessssnesssanes 6 pkt
Wyznaczenie wspétrzgdnych punktu C: € =(5,6) lub C =(-3,-2).

Zadanie 8. (0-5)
Obszar standardow Sprawdzane umiej ¢tnosci
Rozumowania i argumentacji | Przeprowadzenie dowodu algebraicznego

Rozwigzanie

Zapisujemy wspotrzedne dwoch punktow lezacych na wykresie funkcji f (x):ij oraz

1 1
na prostej rownoleglej do osi Ox, np. A= (x,—j], B= [—x,—jj, gdzie x=0.
g >

Zapisujemy pole trojkata ABC, gdzie C=(3,-1) w zaleznosci od jednej zmiennej:

i,+l
X

Fupc = f |x|

Wystarczy wobec tego udowodnié, (lub powotac si¢ na znana nierownosc), ze dla dowolne;j

2.

X+

liczby a >0 zachodzi nier6wno$¢ —+a =2 . Po pomnozeniu obu stron nieréwnosci przez a
a

otrzymujemy nieréwnosé rownowazna 1+a” >2a, czyli a* —2a+120, a wiec nieréwnosé
>
(a-1) =20.

Schemat oceniania

Uwaga

Zdajacy otrzymuje 0 punktow, jezeli wybierze konkretne dwa punkty A oraz B i dla tych
punktow obliczy pole trojkata ABC.

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego roZwigzania .........eeeieennnecsennininnmsiasasms. 1 pkt

N . .. 1
Zapisanie wspotrzednych dwoch punktéw lezacych na wykresie funkcji f(x)=— oraz

na prostej rownolegtej do osi Ox,np. A= [x,%], B= [—x,ijj, gdzie xz0.
X x°

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep ......ccccceervercnrcsunesnncenne 2 pkt
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Zapisanie dhugosci odcinka AB (|AB‘ = 2‘x|) oraz wysokosci h trojkata ABC (h = 12 +1).
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......mnneinn 3 pkt
Zapisanie pola trojkata ABC w zaleznosci od jednej zmiennej:
2 |- 1
= = = L +|x
ABC 2 |,\”| -
Uwaga
Zdajacy moze zatozy¢, ze x>0 izapisa¢ wzoér na pole tréjkata w postaci:
2-x- (Lj + l]
Poye=——2 2 ——4x
AABC 2 x
Rozwigzanie pelne .....eeiennviennniennnicnnnicnnnennnnennenennnane Spkt

Uzasadnienie, ze i + ‘xl >2.
l

Zdajacy moze powola¢ si¢ na (znane) twierdzenie o sumie liczby dodatniej i jej odwrotnosci.

Zadanie 9. (0-4)
Obszar standardow Sprawdzane umiejg¢tnosci
Rozumowania i argumentacji | Przeprowadzenie dowodu geometrycznego

Rozwigzanie
Czworokat ABCD jest rtownolegltobokiem, czworokat DCFE jest kwadratem, wigc

|AB| =|CD| =|CF|. W kwadracie CBHG odcinki BC i CG sa rowne.

Niech « oznacza kat ABC danego rownolegtoboku. Wowczas |D BCD‘ =180°-«a.

W kwadratach CDEF oraz CBHG mamy ‘D DCFl = |D DCF| =90°, wiec

[0 FCG|=360°—(180°—a)—90°—90° = a =|1 ABC|.

W trojkatach ABC i FCG mamy zatem: |AB| :|CF| . IBC‘ = ‘CGl oraz |D FCG| = ID ABC
wigce trojkaty ABC i FCG sa przystajace (cecha bkb ). Stad wnioskujemy, ze |AC| = |FG‘.

¥

Schemat oceniania:

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA cevvreeersrnressrncessrnssssnnssssnssssanssssanssssnnssssnnssssnsssssnsssnns 1 pkt
Zaznaczenie na rysunku odcinkow AC 1 FG oraz zapisanie rownosci |AB| = |CF|

i |BC|=|cg].
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .......cceeeveeveennene 2 pkt
Stwierdzenie, ze trojkaty ABC i FCG sa przystajace, na podstawie cechy (bkb), bez podania

pelego uzasadnienia rownosci katow |D F CG| :|I] ABC |

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........cceveeinnienns 3 pkt
Stwierdzenie, ze trojkaty ABC i FCG sa przystajace, wraz z podaniem pelnego uzasadnienia
rownosci katow |EI FCG| = ‘I] ABC|.
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Rozwigzanie pelne....isiceinennninsinsiessnnnninsssssnnsisniasnan, 4 pkt
Zapisanie wniosku, ze |AC| = |FG|.

Zadanie 10. (0-4)
Obszar standardéw Sprawdzane umiej ¢tnosci

Modelowanie matematyczne |Obliczanie prawdopodobienstwa z zastosowaniem
klasycznej definicji prawdopodobienstwa

Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sa trzywyrazowe ciagi o wartosciach w zbiorze

szescioelementowym. Mamy model klasyczny. |Q| =6"=216.

Reszta z dzielenia kwadratu liczby catkowitej przez 3 moze by¢ réwna 0 lub 1. Suma
kwadratéw trzech liczb bgdzie podzielna przez 3 wtedy, gdy kazdy z nich bgdzie podzielny
przez 3 albo gdy reszta z dzielenia kazdego z nich przez 3 bedzie rowna 1.
Kwadraty liczb 3 i 6 sa liczbami podzielnymi przez 3.
Kwadraty liczb 1, 2, 4 i 5 daja z dzielenia przez 3 resztg 1.
|A| mozemy oblicza¢ nastgpujaco:
I sposob
- ciagi o wartosciach ze zbioru {3,6} —jestich 2° =8,
- ciagi o wartosciach ze zbioru {1,2,4,5} —jestich 4’ =64,
czyli [A|=2"+4" =72
IT sposob
- ciagi stale — jest ich 6,
- ciagi, w ktorych wystgpuja dwie liczby ze zbioru {3,6} — jestich 2-3=6,
- ciagi, w ktorych wystegpuja dwie liczby ze zbioru {1,2.4,5} —jestich 4.3-3=36,
- ciagi réznowarto$ciowe o warto$ciach ze zbioru {1,2,4,5} —jestich 4-3-2=2 <
czyli |A|=6+6+36+24=72,
IIT sposdb
- ciagi, w ktérych wystgpuja liczby dajace t¢ sama resztg przy dzieleniu przez 3 — jest
ich 3-2° =24,
- ciagi, w ktorych wystepuja dwie liczby dajace przy dzieleniu przez 3 reszte 1 i jedna
liczba dajaca przy dzieleniu przez 3 reszte 2 — jest ich 3-2-2 =24,
- ciagi, w ktorych wystepuja dwie liczby dajace przy dzieleniu przez 3 resztg 2 i jedna
liczba dajaca przy dzieleniu przez 3 reszte 1 —jestich 3-2-2 =24,
czyli |A|=24+24+24=72,
72 1

Zatem P(A):E:;

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do rozwigzania
ZAAANIA cneeiininiiinininnninsissnssssssessisssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssassnss 1 pkt

Zdajacy zapisze, ze |Q| =6’ i na tym zakonczy lub dalej rozwiazuje blednie.

ISEOINY POSIEP.cuiescreisreissarnssnnssrnsssnessursssnsssnssssesssnssssnsssnssssssssnsssnssssness 2 pkt
Zdajacy zapisze, ze suma kwadratow trzech liczb jest podzielna przez 3 tylko wtedy, gdy
wszystkie liczby sa podzielne przez 3 albo wszystkie sa niepodzielne przez 3.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......cuueensinnnniississsnens 3 pkt
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Zdajacy poprawnie obliczy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajSciu zdarzenia A:
|A| =72 inatym zakoficzy lub dalej rozwiazuje btednie.

Rozwigzanie Pelne .......ceveneenreenssennseecsnessnnssnesacsssnsssnsssaness 4 pkt
|
PlA)=—.
()=
Zadanie 11. (0-5)
Obszar standardow Sprawdzane umiejg¢tnosci
Uzycie i tworzenie strategii Obliczanie objetosci wieloscianu z wykorzystaniem
trygonometrii
Uwaga

Strategi¢ rozwiazania zadania mozna zrealizowa¢ na wiele sposobow. W kazdym z nich
wyrozniamy nastgpujace etapy rozwiazania

e Poprawna interpretacja bryly i podanego kata dwusciennego w tej bryle.

e Wyznaczenie m lub h w zalezno$ciod ai « .

e Wyznaczenie jednej z wielkosci: x, b, hy, (w zaleznosci od a i a ), z ktorej mozna juz

wyznaczyc¢ H.
e Wyznaczenie Hw zalezno$ciodai « .
e Wyznaczenie V w zaleznosciod ai « .

Uzylismy oznaczen jak na rysunku

S
b
hy,
b H
E
X
h
FE—' - C
-""‘——-—-hn /
0]
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Rozwigzanie (wyznaczenie m, wyznaczenie x, wyznaczenie H z podobienstwa trojkatow
OCS i1 ECF)

S
b h b
B E
A
h VLS Y,

—<--"n.__}

A 0 D ¢

F
& B

Wysokos¢ podstawy ostrostupa jest rowna h, =——.

Wyznaczamy wysoko$¢ FE trojkata rownoramiennego ABE

tga :E:;, stad m= Tea )

Wyznaczamy dhlugos¢ odcinka EC z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie FCE:

x=.h"—-m

- a\E __ a z_a 3tg2a'—l_a\/4sin2a—l
) 2 2tga 4tg'a 2sine

Z podobienstwa trojkatow OCS i ECF mamy

‘OSl IEFl . H m
— =, CZyli ——=—.
loc|  |EC 2, «x
37
2 a\/E a ‘a\/g
me 2tear 3 acosa
Stad H=——3 2 - “8% - _ : .
a\/4sin2a—l ax/4sin20:—l \/5\/4sin2a—l
2sin & 2s8ina
Wyznaczamy objgtos¢ ostrostupa:
1 a*\3 1 a*\3 acosa a’cosa
V=—""H=—. . . _ 7 .
3 4 3 4 B4sin’a-1 1244sin’ a—1

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny do pelnego rozwigzania
ZCIANAR sussisssssssnssisssossensussnsssnsisssinsssussesssisssisnsasntss sssasanssansssnssposspons 1 pkt
Wykonanie rysunku ostrostupa i zaznaczenie na nim kata migdzy sasiednimi S$cianami
bocznymi.
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Uwaga
Nie wymagamy rysunku, jezeli z dalszych obliczen wynika, ze zdajacy poprawnie interpretuje
tres¢ zadania.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny .......cccececveecnveccencccnnnes 2 pkt
Wyznaczenie wysokosci EF trojkata ABE w zaleznosciod ai a: m= 2L .
tea
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ......cceevevvnnienns 3 pkt
: in Vdsin’ a -1
Wyznaczenie dlugosci odcinka EC: x = w :
2sina
Rozwigzanie prawie calkowite........ocoeveervecnnnecinncnsnnccsnnnes 4 pkt
acosa
Wyznaczenie wysokosci ostrostupa: H =—
3(4sin’a —1)
Rozwigzanie pelne ........eiernviennvicnnnecsnnensnnenn 5 pkt

Wyznaczenie objgtosci ostrostupa: V =

]
| =
=

w w
it

=

R

|

—



