Pobrano z arkusze24.pl

Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Zadanie 1. (4 pkt)

Wyznacz wszystkie rozwigzania rownania 2 sin®x—7cosx—5=0 nalezace do przedzialu
(0, 27).

Rozwigzanie
Przeksztalcamy rownanie do postaci, w ktorej wystgpuje tylko jedna funkcja

trygonometryczna 2 (1 —cos’ x) —7cosx—-5=0

2—2cos’x=7cosx—=5=0
2cos’ x+7cosx+3=0
Wprowadzamy pomocnicza niewiadoma, np. ¢ = cosx , gdzie ¢ € <— 1,1>

Otrzymujemy réwnanie kwadratowe
22 +7t+3=0
Rozwiazujemy réwnanie kwadratowe
A=49-4.2.3=25 JA=5

-7-5 -7+5 |
fl = = —3 N = = ——

4 4 2

Odrzucamy rozwiazanie ¢, = -3, poniewaz —3 ¢ (— 1, 1)

L , . 1
Rozwiazujemy rownanie cosx =— 5
Zapisujemy rozwigzania rOwnania w podanym przedziale

2
x=—m lub x=—rx
3 3

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LA LS E2 221 | 1 R 1 pkt
Zapisanie rownania w zalezno$ci od jednej funkcji trygonometrycznej, np.:

—2cos’x—7cosx—3=0 lub 2cos’ x+7cosx+3=0.

Rozwigzanie, w ktorym jest iSt0fny POSEEP weevererecrcrensrnirinrninnsssessncessnesnssssnssnesssnesnsssanessassnns 2 pkt
Wprowadzenie pomocniczej niewiadomej, np. ¢t =cosx, zapisanie rownania w postaci

22 =7t-3=01ub 2:*+7-t+3=0.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci Zadania .....eeecenececieecinecseseesesecae e 3 pkt

Rozwiazanie rownania kwadratowego (¢ :—5 lub t=-3) i odrzucenie rozwiazania

t=-3.

Uwaga:
Zdajacy moze od razu rozwiazywac rownanie kwadratowe (w ktorym niewiadoma jest

. . . . . 1 .
cosx) i zapisa¢ rozwiazanie w postaci cosx:—i lub cosx=-3 oraz zapisac, ze

rownanie cos x =—3 jest sprzeczne.
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Rozwigzanie pelne ...
Rozwiazanie rownania w podanym przedziale:

XZE;?E' lub x:ifr
3 3

albo
x=120° lub x=240°

Uwagi

1. Jezeli zdajacy podstawia cosx=+/1-sin’x bez zadnych zalozeh, to otrzymuje
0 punktéw.

2. Jezeli zdajacy podniesie obie strony réwnania 2cos’ x+3=-7cosx do kwadratu
i potem nie sprawdza rozwiazan, to otrzymuje 0 punktow.

3. Nie wymagamy, aby zdajacy zapisal warunek np. re(—l,l), o ile z dalszego ciagu
rozwiazania wynika, ze zdajacy uwzglednia go.

4, Jezeli zdajacy rozwiaze poprawnie rownanie kwadratowe i na tym zakonczy, nie
odrzucajac rozwiazania f = -3, to otrzymuje 2 punkty.

5. Jezeli zdajacy popelni blad rachunkowy w rozwiazaniu réwnania kwadratowego

i otrzyma dwa rozwiazania, z ktorych co najmniej jedno nalezy do przedziatu (—1,1)

i konsekwentnie rozwiaze oba réwnania w podanym przedziale, to otrzymuje
3 punkty.
6. Jezeli zdajacy podaje ogdlne rozwiazanie roéwnania trygonometrycznego:

x= %:fr +2kmr , x= %;‘r + 2k, gdzie k jest liczba catkowita, to otrzymuje 4 punkty.

Zadanie 2. (4 pkt)

Rozwiaz nierdwnos¢ ‘2)«7 + 2| + ‘x — 2‘ >5,

I sposéb rozwiazania: wyroznienie na osi liczbowej przedziatow

Wyr6zniamy na osi liczbowej przedziaty: (—o,-1), (—1,2), <2,oo).

Rozwiazujemy nieréwnosci w poszczegolnych przedziatach i w kazdym przedziale
bierzemy czg$¢ wspolna tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwiazan nierownosci

x & (—oo,—1) xe(—l,Z) JCE(Z.,OO)
—2x-2—-x+2>5 2x+2—-x+2>5 2x+2+x-2>5
—3x>5 x>1 3x>5
x<—E x>5

3

Wyznaczamy cz¢s¢ wspolna otrzymywanych wynikow z poszczegolnymi przedzialami
5

xe[—OO,—EJ xe(L2) xe(2,x)

i bierzemy sumg tych przedziatow: x e (—oo,—%) U (l,oo) .
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II sposob rozwiazania: zapisanie czterech przypadkow
2x+220 {2x+220 {2x+2<0 {2x+2<0

x—220 x—2<0 x—-220 x—2<0

Zapisujemy cztery przypadki: {

Rozwiazujemy nierownosci w poszczegolnych przypadkach:

2x+220 2x+2 20 2x+2<0 2x+2<0
x—-220 x—2<0 x—220 x—-2<0
x2=-1 x=z-1 niemozliwe x < —1
x=22 Tx<2 Tx<2
L2x+2+x—2>5 2x+2—x+2>5 k—2x—2—x+2>5
x=-1 xz-1 x <-1
ix=22 1x<?2 Tx<?2
k3x>5 :">1 k—3x>5
x=-1 xe(1.2) x<-1
ix=22 ix<2
x>— X< ——
xe@,m) xe[%&_gj

. : 5
Podajemy odpowiedz: x e [—oo,—;) U (l,oo).

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP .ccceevveeercrersnicinicinnssesstnecsicisnsssnsssnsssssssnssssnsssassses 1 pkt

¢ zdajacy wyrozni na osi liczbowej przedziaty (—oo,-1), <—1,2), (2,00)
albo
2x+220‘rx+220‘Fx+2<0‘Fx+2<0

e zapisze czt rzypadki: .
PSR R {x—zzo x—2<0 |x-220 |x-2<0

Uwaga:
Jezeli zdajacy popehi blgdy w wyznaczaniu przedziatow, ale nie sa one konsekwencja btedu

rachunkowego popelnionego przy przeksztalcaniu nieréwnosci, to przyznajemy 0 punktéw.
Podobnie 0 punktéw otrzymuje zdajacy, ktory blednie zapisal cztery przypadki.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .......ececcecnensnnenieiniecnecsensesnesiennesecsesssen. 2 pkt

Zdajacy zapisze nierownosci w poszczegolnych przedziatach np:
I xe(-w,—-1) —=2x-2-x+2>5

IL xe(-1,2) 2x+2-x+2>5
ML xe(2,0) 2x+2+x-2>5
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Uwagi:

1. Jezeli zdajacy rozwiaze nierowno$ci w poszczegolnych przedziatach i na tym zakonczy
lub nie wyznaczy czgSci wspolne) otrzymywanych wynikow z poszczegolnymi
przedziatami i kontynuuje rozwiazanie, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, rozwiaze nierdwnosci w poszczegdlnych
przedzialach, stwierdzi, ze czwarty przypadek jest niemozliwy i na tym zakonczy lub nie
wyznaczy czgsci wspolnej otrzymywanych wynikow z poszczegolnymi przedzialami
i kontynuuje rozwiazanie, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. blgdy rachunkowe) ......eceeececeeecesnesesececcececseneesesnene 3 pkt
e zdajacy poprawnie rozwigze nierdwnosci i wyznaczy czgSci wspolne otrzymanych
wynikow z poszczegolnymi przedziatami tylko w dwoch przypadkach, popemi biad
w trzecim przypadku i konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do kofica
albo
e zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwiaze nierownosSci i wyznaczy czgsci
wspolne otrzymanych wynikoéw z poszczegélnymi przedziatami tylko w dwoch
przypadkach, stwierdzi, ze czwarty jest niemozliwy, popelni btad w trzecim przypadku
i konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do konca.

Rozwigzanie DezbIgANe ......couivviiieiiiinnninnininieinieinssenseinninisisisesseissisimssssssnessnesssnsnassns 4 pkt
Zdajacy zapisze odpowiedz x [— 00,— %) U (l,oo) .

Uwaga:
1. We wszystkich rozwazanych przypadkach zdajacy moze rozpatrywaé obie nieréwnosci

nieostre (przedzialy obustronnie domknigte). Jezeli natomiast rozwazy wszystkie
nierownosci ostre (przedzialy otwarte) to przyznajemy za cale zadanie o 1 pkt mniej, niz
gdyby wyroznil wszystkie przedziaty poprawnie.

2. Jezeli zdajacy przy przeksztatcaniu nieréwnosci podanej w treSci zadania popelni btad
(np. ‘2(x+2)|+ |x—2]>5), to otrzymuje 1 punkt mniej niz przewidziany w schemacie

w danej kategorii rozwiazania.
111 spos6b rozwigzania: graficznie 1
2x+2q|x-2p>5.
Rysujemy wykres funkeji f(x) = ‘2x + 2| +|x—2|iprosta o rownaniu y =35
Wyrozniamy przedziaty: (—oo,—l), <—1,2), (2,00) .

Zapisujemy wzor funkcji w poszczegolnych przedziatach, np.
I xe(—o,-1) f(x)=—2x-2-x+2

IL xe(-12)  f(x)=2x+2-x+2
L xe(2.0)  f(x)=2x+2+x-2

Przeksztalcamy wzor funkcji w poszczegolnych przedziatach do postaci, np.
I xe(—owo,—-1) f(x)=-3x

L xe(-12)  f(x)=x+4
I11. xe(Z,oo) f(x)=3x
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Zapisujemy wzor funkcji, np.
—3x dla x & (—o0,-1)
f(x)={x+4 dlaxe(-12)
3x dla xe (2,00)

Rysujemy wykres funkeji f i prosta o rownaniu y=35.

1)

oo
}

-

s

3

L

Odczytujemy odcigte punktéw przecigcia wykresu funkcji z prosta o rownaniu y =5:

x:—é,le_

Zapisujemy argumenty, dla ktorych f(x)>5: x€ [—oo,—%) U (l,oo).

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIGZANIA ceeveveieiseniessnnnessanessnnesssnnssssnsessnessssnsssssnsssssssesssnsesssasesssssessnasessaasessaasessssssssssssssnssssanssss 1 pkt
Zdajacy wyr6zni na osi liczbowej przedziaty (—oo,-1), <—1,2), (2,00),
Uwaga:

Jezeli zdajacy popehi btedy w wyznaczaniu przedziatow, to przyznajemy 0 punktéw za cate
zadanie.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iSt0tny POSIEP .cccccveercreesmirinisiinisenstnccsicisnsssssssnsssnsssnssssnsssassnes 2 pkt
Zdajacy zapisze wzor funkeji w poszczegblnych przedziatach, np.
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I xe(—o,-1) f(x)=-3x

-3x  dlaxe(—w,-1)
lub f(x)={x+4 dlaxe(—l,Z)
ML xe(2,0)  f(x)=3x 3 dla xe(2.0)

L xe(-12)  f(x)=x+4

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .......cecceecensnnenieinieinecsenssnesinnsenaesassessen. 3 pkt
Zdajacy narysuje wykres funkcji /i prosta o rownaniu y =35,

Rozwigzanie DeZDIQUNE ........ccveiiiiiiiiiiceicttecttecceeeccesecsstscsssssssaessssssssssnassssnessssnessssnessnns 4 pkt

Zdajacy poda odpowiedz: x e (—oo,—g) U (l,oo).

Uwaga:
We wszystkich rozwazanych przypadkach zdajacy moze rozpatrywac przedzialy obustronnie

domknigte. Jezeli natomiast rozwazy wszystkie przedzialy otwarte, to przyznajemy za cate
zadanie o 1 punkt mniej, niz gdyby wyroznit wszystkie przedziaty poprawnie.

IV sposéb rozwigzania: graficznie 2
Zapisujemy nierowno$¢ [2x + 2+ | x —2[> 5 w postaci, np. |2x+2|>—| x—2[+5.

Rysujemy wykresy funkcji: y :|2x +2 +5.

. y:—|x—2

Odczytujemy odcigte punktow przecigceia si¢ wykresow funkcji: x = —g ,x=1.

1 2 3 4 5 6 7\

Zapisujemy odpowiedz: x € (—oo,—%)u (l,oo).
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V_sposob rozwiazania: graficznie 3
Zapisujemy nieroOwnosc ‘Zx + 2‘+ |x—-2]>5 wpostaci, np. |x—-2|> —|2x + 2‘ +35.

Rysujemy wykresy funkcji: y=|x-2|, y= —|2x + 2|+ 5.

Odczytujemy odcigte punktow przecigceia si¢ wykreséw funkceji: x = —g ,x=1.

Zapisujemy odpowiedz: x € (— o0,— g) U (l,oo).

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iSt0fny POSIEP wcccvvieercnnsnininininnsssnnsnisssnesnssssnssnssssnesnnsssnsssasssns 1 pkt

Zdajacy zapisze nieréwno$¢ w postaci |2x + 2| >—|x—=2[+5 lub |x-2 —|2x + 2‘ +5

i narysuje wykres funkcji, np. y=2x+2 lub y=x-2,

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ......c.cccecnensensnseninnsisnsenssnsensessessesaseamsen 2 pkt
Zdajacy narysuje wykresy funkcji: y :|2x + 2| 1y= —|x - 2‘ +5

lub y=|x-2]|1 y:—|2x+2|+5.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. blgdy rachunkowe) .....eececeeeceeecieseectesecaccececseneeseseenes 3 pkt
Zdajacy narysuje poprawnie wykresy funkcji i btgdnie wyznaczy odcigte jednego z punktow
przecigcia si¢ wykresow funkcji (np.x =—-2 lub x =1) i konsekwentnie poda odpowiedz.

ROZWIQZanie Pee cuciuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiniiiniieesniissnenescsnsssisssssssnsssssnassssnasessnassssnsssssnsssssnsssnns 4 pkt

5
Zapisanie odpowiedzi: x e [_OO’_EJ U(l,0).
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Zadanie 3. (5 pkt)
Dane sa punkty A=(1,5), B=(9,3) i prosta k o robwnaniu y=x+1. Oblicz wspohrzgdne

punktu C lezacego na prostej 4, dla ktorego suma |AC|2 +|BC|2 jest najmniejsza.

Rozwiazanie

=,
L

e
.,
.
e
.

.,
S,
~.
™
-
-

2

Punkt C lezy na prostej k, wiec ma wspotrzedne: C = (x,x +1).

Wyznaczamy kwadraty odlegtosci punktu C od punktow A4 i B:

|l ACl =(x-1)"+(x-4)", |BC| =(x=9) +(x-2)°

Okreslamy wzor funkcji jednej zmiennej begdacej suma kwadratow odlegtosci punktu C
od punktow 4 i B:

F)=(x=1) +(x=4) +(x=9) +(x-2)

po uporzadkowaniu otrzymujemy: f(x)=4x> —32x +102 .

2
[

Wyznaczamy argument, dla ktorego wartosc tej funkcji jest najmniejsza: x =4 .
Obliczamy rzedna punktu C: y=5.

Odpowiedz: Wspélrzgdne punktu C =(4,5).

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania ZAdania .........eeeeeeiieiinieiniieiciiecciecceseccssesssssssn e ssn e sssnesssanenes 1 pkt
Zapisanie wspolrzednych punktu C lezacego na prostej k: C = (x,x +1).

Rozwigzanie, w KtOrym jest iSt0fny POSTEP cccceeerieeccineecinnceisneccisnnssssnassssnassssnassssnessssnessssnesnne 2 pkt
Zapisanie zaleznosci z jedna niewiadoma okreslajacej kwadraty odlegtosci punktu 4 od C lub
odleglosci punktu B od C (lub odleglosci) :
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|AC] =(x~1)" +(x~4) lub [BC|" =(x-9) +(x-2)

(@lbo |4C|=y/(x=1)" +(x—=4) lub |BC|=/(x—=9)" +(x—2)" ).

Pokonanie zasadniczych trudnosci ZAadania .......eeininiinsniniiniinnisnsscsnineess s 3 pkt
Okreslenie wzoru funkcji jednej zmiennej bedacej suma kwadratéw odlegtosci punktu C

od punktow 4 i B:

F)=(x=1F +(x =4 +(x=9)’ +(x=2)* lub f(x) =4x” —32x +102.

Uwagi:

Jezeli zdajacy popehi btad rachunkowy przy obliczeniu jednej z odlegtosci |AC | lub ‘BC | i na

tym poprzestanie, to otrzymuje 2 punkty.

ROZWIQZANIE PEIME wauueneneciiictticcccttctecntteccssec e csssssssesssssssssaasssssassssnassrsnessssnessssnesnns 5 pkt
Wyznaczenie wspotrzednych punktu C: € =(4,5).

Uwaga:
1. Jezeli zdajacy popei btad rachunkowy przy obliczeniu jednej z odlegto$ci ‘AC‘ lub |BC|

i rozwiazanie doprowadzi do kofica, to otrzymuje 4 punkty.
2. Jezeli zdajacy obliczy odcigta wierzchotka paraboli o rownaniu y =4x" -32x+102 tj.

pierwsza wspolrzgdna punktu C i na tym zakonczy lub blgdnie obliczy jego druga
wspolrzedna, to otrzymuje 4 punkty.

Zadanie 4. (S pko)

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m , dla ktérych réwnanie x° —(m—4)x+m” —4m =0
ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma jest mniejsza od 2m* —3.

Rozwiazanie
Zapisujemy uktad warunkow:

A>0
X, +x,<2m’ =3

Obliczamy wyréznik: A =-3m’ +8m +16 i rozwiazujemy nieréwnosé
4
A>0<:>me[—§,4)

Zapisujemy warunek x, +x, <2m’ —3 w postaci nieréwnoéci z jedna niewiadoma:
m—-4<2m’ -3

2m’ —m+1>0

Doprowadzamy nierownosc do postaci

(m+1)(2m* —2m+1)>0

Otrzymujemy m € (—1,00) .

Zatem me (—1,4).
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Schemat oceniania
Rozwiazanie zadania sktada sig z trzech czgsci.

a) Pierwsza  polega na  rozwiazaniu nierownosci A>0: me —5,4 .

Za poprawne rozwiazanie tej czgséci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga:
Jezeli zdajacy rozwiazuje nieréwnos¢ A >0, to nie otrzymuje punktu za t¢ czgSc.

b) Druga polega na rozwiazaniu nieré6wnosci x, +x, < 2m’ =3, m e(—l,oo). Za tg czesc

rozwiazania zdajacy otrzymuje 3 punkty.

¢) Trzecia polega na wyznaczeniu czgSci wspolnej rozwiazan nierownosci z a) i b).
Za poprawne rozwiazanie trzeciej czgsci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

W ramach drugiej czgSci rozwiazania wyrdzniamy nastgpujace fazy:

Rozwigzanie cz¢$ci b), w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do
PeINEZ0 FOZWIQZANIA uueeeereieceieneic i ssesssssssssasssssasssssaassssaassssnsssssnsssrsnsssrananes 1 pkt

e zapisanie nierbwno$ci x, +x, <2m’ —3 w postaci rownowaznej m—4 <2m’ -3
albo
e wykorzystanie wzorow na pierwiastki trojmianu kwadratowego i zapisanie nierownosci

2

m—4—-3m*> +8m +16 m—4+-3m* +8m+16
2 2

<2m’-3.

Pokonanie zasadniczych trudnosci czgsci b) zadania......ceeveerecsiniecsinsessnsssssnsiessesnsesssennes 2 pkt
Doprowadzenie nieréwno$ci do postaci (m + 1)(2m2 -2m+ 1) >0 lub wyznaczenie

pierwiastkow wielomianu zapisanego po lewej stronie nier6wnosci.

Rozwigzanie bezblgdne €ZgSCi b) couuueeueuiceeeceeecceecteececcs s 3 pkt
Rozwiazanie nierdwnosci: m & (—1,20).

ROZWIQZANIE PEINE aoucneeeciiiciicecctttctecnttecsseeccsseecssesssssssssssssssnassssnassssnassssnsssssnessssnessnas S pkt
Wyznaczenie czgsci wspolnej rozwiazan nierownosci i zapisanie odpowiedzi m € (—1,4).

Uwaga. Jezeli zdajacy popelni jeden btad rachunkowy i konsekwentnie do tego blgdu
wyznaczy czg$¢ wspolnag zbiorow rozwiazan obu nierownosci, to otrzymuje 4 punkty.

10
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Zadanie 5. (4 pkt)
Narysuj wykres funkcji f* okreslonej wzorem f(x)=x’ —4‘x‘ i na jego podstawie wyznacz

liczbg rozwiazan rownania f (x)=m w zaleznosci od wartosci parametru m .

Rozwigzanie
Zapisujemy wzor funkcji f'w postaci

x*—4x  dlaxe(0,00)
f(x)=1 |

x*+4x dlaxe(—0,0)
Szkicujemy wykres otrzymane;j funkcji £
1%y
104

81

%]
I

[
I

s

Z wykresu funkcji / odczytujemy liczbg rozwiazan réwnania f'(x)=m:
0 dlame(—0,—4)
2 dlame{-4}U(0,)
3 dlam=0
4 dlame (—4, 0)

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania Zadania ... 1 pkt

x*+4x dlax<0
e zapisanie funkcji f na przyktad w postaci: f(x)=1< .
x"—4x dlax=0

albo

e stwierdzenie, ze wykres funkcji f jest symetryczny wzglgdem osi Oy lub stwierdzenie
rownowazne.
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Pobrano z arkusze24.pl

Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2 pkt
Narysowanie wykresu funkcji £

4

“t

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
POPrawNOSCl FOZWIGZAMIA ..ccueiieenrerieiirinaisanssensensncssasssnssasssnssanssasssasssassasssssssnssasssassasssassnsssessass 3 pkt
e zdajacy popelni jeden btad w ustalaniu liczby rozwiazan rownania f(x)=m
albo
¢ zdajacy blgdnie wyznaczy miejsca zerowe lub wspotrzedne wierzchotka paraboli, ale
wykres funkcji ma trzy punkty wspoélne z osia Ox i jest symetryczny wzgledem osi Oy
i konsekwentnie do popeionego blgdu poda liczbg rozwiazan rownania,

Rozwigzanie BezbI@aNe ...ttt s s 4 pkt
Podanie liczby rozwiazan na przyktad w postaci:

0 dlame(—0,—4)

2 dlame{-4}U(0,)
3 dlam=0

4 dlame(—4,0)

Zadanie 6. (4 pkt)

4 4 2 2
Wykaz, Ze nier6wnosé ‘ij a ;b 2\j : ;b jest spelniona przez wszystkie liczby

rzeczywiste a i b .

Rozwigzanie

a' +b* a’ +b’ : . . .
> podnosimy do czwartej potegi, uzyskujac

Obie strony nieréwnosci {j 5 5

. . L, . a*+b" _a' +2a’h* +b' _ (a' —b-)'
rownowazna nierd6wnos¢ postaci: 5 > 2 , czyli ?2 0. Stad
wnioskujemy, ze dana w zadaniu nierowno$¢ jest spelniona dla wszystkich liczb

rzeczywistych a i b.

12



Pobrano z arkusze24.pl
Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Schemat oceniania:

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP wccceevveeercreecrniciniciinssesstnessieisnsssssssasssnsssnssssnsssassnes 1 pkt
4 4 4 242 4
S - . a +b +2a’b” +b
Doprowadzenie nierownosci do postaci : >4 a4 .
Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ... 3 pkt
4 4 4 2.2 4
. o . +b +2a’b” +b . .
Doprowadzenie nierownosci a 5 >4 a4 do postaci, z ktorej tatwo
wywnioskowaé, ze jest spelniona przez wszystkie liczby rzeczywiste a i b, np.
(@ -0")
—2>0.
4
Rozwigzanie DezbIgaNe ...ttt s eeee 4 pkt
Uwaga:

Moga by¢ rozwiazania, w ktorych zdajacy od razu napisze, ze Srednia potggowa stopnia 4 jest
niemniejsza od sredniej kwadratowej (Sredniej potggowej stopnia 2), bo im wyzszy stopien,
tym wigksza Srednia. Nalezy wtedy przyznac 4 pkt.

Zadanie 7. (5 pkt)
Objetos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest rowna 1243, a pole powierzchni
bocznej tego graniastostupa jest rowne 36. Oblicz sinus kata, jaki tworzy przekatna Sciany
bocznej z sasiednia Sciana boczna.

C

Rozwigzanie:
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Objgtosé graniastostupa jest réwna

o,

V =
4
a pole powierzchni boczne;] H
B =3a-H

Stad i z tresci zadania otrzymujemy uktad rownan
“_f H=123

3aH =36

Jego rozwiazaniem jest
a=4

{H =3

Obliczamy sinus kata o nachylenia przekatnej sciany bocznej do sasiedniej §ciany boczne;j :

EC
sing = | 1‘ . Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BCC, mamy

|BC||

|BC1| :\/a2 +H? :\/42 +3* =5, a ze wzoru na wysoko$¢ trojkata réwnobocznego

|EC1|:¥:¥:2\/§, wigc sin :%ﬁ.

13



Pobrano z arkusze24.pl

Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Schemat oceniania:

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwigzania zZadania.........eeeceeeiiieiciieiciieiciiecnieenisessesssse e sranees 1 pkt
Zapisanie ukladu roéwnan umozliwiajacego obliczenie dlugosci krawedzi graniastostupa

(a- krawedZ podstawy, H- krawedz boczna):

a_szlzﬁ

3aH =36
Rozwigzanie, w KtOorym jest iStofny POSTEP .ccccccevveecieeccineecieneccisnncsssnassssnassssnassssnessssnessssnesnne 2 pkt
a=4
Rozwiazanie uktadu rownan: .
H=3
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..., 4 pkt
EC
Zapisanie sina = % (lub zapisanie sin@ w innej rownowaznej postaci np. sina = rk
1

h —wysokosc¢ trojkata , d — przekatna $ciany bocznej).

Rozwigzanie DezbI@UNE ........cuiiiiiiiiiiiiiicnttecctteccttecceeecssssessssssssessssessssnessssnessssnessssnessnas 5 pkt

243

Obliczenie sina = T .

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy narysuje graniastostup i zaznaczy na nim kat nachylenia przekatnej §ciany
bocznej do sasiedniej Sciany bocznej i na tym poprzestanie, to przyznajemy 1 punkt.
2. Jezeli zdajacy nie zapisze ukladu rownan lub zapisze go blednie, ale okresli
ay3

3

sind = ——=——— (lub zapisze sina w innej rownowaznej postaci np. sina = E s
Na’+ H? d
h — wysokos¢ trojkata , d — przekatna Sciany bocznej) i na tym poprzestanie, to
przyznajemy 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy rozwiaze uktad rownan bezblednie i narysuje graniastostup z zaznaczonym
na nim katem nachylenia przekatnej $ciany bocznej do sasiedniej Sciany bocznej i na tym
poprzestanie, to przyznajemy 3 punkty.

4. Jezeli zdajacy popelni btad rachunkowy w rozwiazaniu uktadu réwnan i konsekwentnie
do popelnionego bigdu rozwiaze zadanie do konca, to przyznajemy 4 punkty.
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Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Zadanie 8. (4 pki)
Odcinek CD jest zawarty w dwusiecznej kata ACB trojkata ABC . Katy trojkata ABC maja

miary: |«CAB|=42°, |«4BC|=78°. Styczna do okrggu opisanego na tym trojkacie
w punkcie C przecina prosta AB w punkcie E (zobacz rysunek). Oblicz, ile stopni ma
kazdy z katow trojkata CDE .

400 78°

Rozwiazanie

[« DCB| =1|«;cACB| = 1(180“ —42° 78" ) =30’
2 2

|« CDE|=180" (78 +30" ) =72
Kat COB jest katem s$rodkowym opartym na tym samym tuku, co kat CAB, wigc
|« COB|=84".

Trojkat COB jest rownoramienny stad ‘{OCB‘ =48,

|«<BCE|=90"-|<OCB|=42".

Do obliczenia miary tego kata mozemy tez wykorzysta¢ twierdzenie o kacie migdzy
styczna i cigciwa.

|«DCE|=|«<DCB|+|«BCE|=30" +42" =72".

|« CED| =180 —(|«CDE|+|«DCE|) =180" - 144 *=36".
Odpowiedz: Miary katow tréjkata CDE to |«<CDE|=72°,

<CED|=36°.

<DCE|=172°,



Pobrano z arkusze24.pl

Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Schemat oceniania:
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do calkowitego rozwigzania zZadania.........eeeeeeiiieiciieiciieiciiecnieccsisesseessse e sranees 1 pkt

Obliczenie miary kata CDE: ‘{CDE‘ =72°,

Rozwigzanie, w kiorym jest istofny POSEEP .cccccvecrcrersnininininnsssnssnisisnsssnssssnssnssssnssnnsssnsssassnes 2 pkt
Obliczenie miar katow COB i OCB, gdzie O jest srodkiem okrggu

|« COB|=84°,|«OCB|=48° .

Pokonanie zasadniczych trudnosci ZAdania .......oeeceecescencniiniensncsinsecsessessnssasssessassenens 3 pkt
Obliczenie miary kata BCE: ‘«:CBCEl =42°,

Rozwigzanie DeZDIEUNE .......eeeeneviieriieniccivcnennenseenecnsessessssessseessssssnssssnsssnssssnessanssansssasnes 4 pkt
Obliczenie miar katow trojkata CDE: |«CDE|=72°, |«DCE|=72°, |«CED|=36°.

Zadanie 9. (4 pki)

Liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ustawiamy losowo w szeregu. Oblicz prawdopodobiefistwo,
ze w tym ustawieniu suma kazdych dwoch sasiednich liczb bgdzie nieparzysta. Wynik podaj
w postaci utamka nieskracalnego.

I sposob rozwiazania
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie permutacje zbioru {1,2,3,4.,5,6,7,8}. Zdarzenia

jednoelementowe sa rownoprawdopodobne, mamy model klasyczny, |Q| =8!.
Zauwazmy, ze zdarzenie A - suma kazdych dwoch sasiednich liczb bedzie nieparzysta,
zachodzi, jezeli w szeregu bgda wystgpowaty na przemian liczby parzyste i nieparzyste.

Stad |4|=2-414! albo [A4|=8-3-2:1-4-3-2-1i P(A):ﬂ:L.
Q| 35

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwigzania Zadania.........eeeeeiinieeeinnnicienncniseeeininseisssisseessisssse s ssssesssssnaees 1 pkt
e zdajacy obliczy |Q| =8!
albo

e 7zdajacy zauwazy, ze suma kazdych dwoch sasiednich liczb bedzie nieparzysta, jezeli
w szeregu bgda wystgpowaly na przemian liczby parzyste i nieparzyste i na tym
poprzestanie lub dalej rozwiazuje btgdnie.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .ccccveercreecmicinieiinssesstnccnicsnsssssssaessssssnssssnssnasenes 2 pkt
Zdajacy obliczy ‘Q|:8! i zauwazy, ze suma kazdych dwoch sasiednich liczb bedzie

nieparzysta, jezeli w szeregu beda wyst¢powaly na przemian liczby parzyste i nieparzyste i na
tym poprzestanie lub dalej rozwiazuje blgdnie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania . ... 3 pkt
Zdajacy obliczy |Q‘ =8!1i |A‘ =4141-2 albo |4|=8-3-2:1-4-3-2-1 i na tym poprzestanie lub
dalej rozwiazuje btgdnie.
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Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Rozwigzanie bezblgdne . ...t s e 4 pkt
Zdajacy obliczy prawdopodobiefstwo i poda wynik w postaci ulamka zwyklego
1

E .

nieskracalnego: P(A):

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy zapisze ‘A‘ =414! 1 konsekwentnic do popehionego btgdu obliczy
prawdopodobienstwo P(A) = % , to przyznajemy 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy popekni btad rachunkowy albo nie poda wyniku w postaci utamka zwyklego
nieskracalnego, to przyznajemy 3 punkty.

Il sposob rozwiazania
Zdarzeniami  elementarnymi sa  wszystkie podzbiory czteroelementowe  zbioru
11,2,3,4,5,6,7,8} (numery miejsc, na ktorych stoja liczby parzyste (nieparzyste)). Zdarzenia

8
jednoelementowe sa rownoprawdopodobne, mamy model klasyczny, IQl = [4]

Zauwazmy, ze zdarzenie A- suma kazdych dwoch sasiednich liczb bgdzie nieparzysta,
zachodzi, jezeli w szeregu bgda wystgpowaly na przemian liczby parzyste i nieparzyste.
_l4]_1

Stad |4|=21i P(A)_|Q|_§.

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktéorym postegp jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwigzania zadania.......ccceeieninicninininiinininieieiees . 1 pkt
e zdajacy zauwazy, ze aby rozwiazac¢ zadanie, wystarczy zna¢ numery miejsc, na ktorych

8
stoja liczby parzyste (nieparzyste) i obliczy |Q| = [4]

albo

e zdajacy zauwazy, ze suma kazdych dwoch sasiednich liczb bgdzie nieparzysta, jezeli
w szeregu bgda wystgpowaly na przemian liczby parzyste i nieparzyste i na tym
poprzestanie lub dalej rozwiazuje btgdnie.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP .ccecveercreesmicieisiinstesstnecsicisnsssnsssnssnnsssnssssnsssasanes 2 pkt

8
Zdajacy obliczy IQI:[J i zauwazy, ze suma kazdych dwoéch sasiednich liczb bgdzie

nieparzysta, jezeli w szeregu beda wystgpowaly na przemian liczby parzyste i nieparzyste
i na tym poprzestanie lub dalej rozwiazuje blgdnie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..., 3 pkt

8
Zdajacy obliczy IQl = [4] i |A| =2 ina tym poprzestanie lub dalej rozwiazuje blgdnie.
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Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Rozwigzanie pelne ... 4 pkt
Zdajacy obliczy prawdopodobiefistwo i poda wynik w postaci ulamka zwyklego
nieskracalnego: P(A4)= % .

Uwagi:
1. Jezeli zdajacy zapisze |A‘:1 i konsekwentnie do popelnionego blgdu obliczy

prawdopodobienstwo P(A) = % , to przyznajemy 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy popehi btad rachunkowy lub nie poda wyniku w postaci utamka zwyklego
nieskracalnego, to przyznajemy 3 punkty.

Zadanie 10. (6 pkr)
Punkt 4=(2,-3) jest wierzchotkiem rombu 4BCD o polu réwnym 300. Punkt S =(3,4)

jest $rodkiem symetrii tego rombu. Wyznacz wspotrzedne pozostatych wierzchotkow tego
rombu.

I sposéb rozwigzania (Srodek symetrii rombu)
: Y

Przekatne rombu sa wzglgdem siebie prostopadte i dziela sig¢ na polowy. Znajac wspotlrzgdne
punktu 4 oraz srodka symetrii rombu S obliczamy wspotrz¢dne punktu C.

_XatXe _YatVe
2 ’ 2
X.=23-2=4 y.=2-4-(-3)=11
Punkt C ma wspotrzedne (4.11).
Obliczamy dtugos¢ przekatnej AC: |AC‘ =1042.

Z wzoru na pole rombu obliczamy dtugosc¢ przekatnej BD.

300:%-10\/5-\BD| |BD| =302

Xg

Niech B=(x,y), |BS‘:@:15\/§ oraz |BS|:\/(X_3)3+(})—4)3 . Punkt B lezy na

prostej o rownaniu x+ 7y =31. Wyznaczam wspotrz¢dne punktow B i D:
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Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

2 2 2 lb 7 ) 2
{(x3) +(y-4) =(15V2) u (4-x) +(11-y)" =(152)
+7y=31 1 31
& Y y:—?X'l'?
(31-7y-3)" +(y—4) =450 i
x=31-7y (4—x)2+(11+1x—2) =500
777
(28-7y) +(y—4) =450 , 1,
q 16— 8x+x” +— (x” +92x +2116) =500
7 (4—y) +(y—4) =450 49
) ) x? —6x-432=0
49(y=4) +(y-4) =450 x=-18 lub x=24
50(y—4)" =450 {y:? 1 {y:l
ub
5 x=-18 x=24
(y—4) =9
y=4=3 lub y-4=-3

Y wb 7
x=-18 x=24

Wspotrzedne pozostatych wierzchotkéw rombu: B = (24,1), D =(~18,7).

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwigzania Zadania .........eeeveeiieiniieiciieiciiecciecesieessisssse e san s ssanees 1 pkt
Obliczenie wspotrzednych wierzchotka C oraz dlugosci przekatnej AC (lub jej polowy):

C =(411), |ac| =102 (4s|=5v2).

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSIEP .ccevveercreeseeinieisiinssenstnccsiessnsssnsssnsssnsssnssssnsssasenes 2 pkt
Zapisanie uktadu rownan pozwalajacego obliczy¢ wspolrzedne punktow B i D:

{(x:;)" +(y-4) =(1542)

x+7y=31

Pokonanie zasadniczych trudnosci ZAdania .......ecceecciccncniiniencensenscscsseseesses s sessenens 4 pkt
Przeksztalcenie ukladu do réwnania kwadratowego 2z jedna niewiadoma, np.

(28-7y)" +(y—4) =450
ROZWIQZANIE PEINE oucneercriiciictccttcctecnttecsesecceseecssssssssssssssssssnasssssassssnassssnessssnessssnesnns 6 pkt
Wspotrzedne pozostatych wierzchotkow rombu: B =(24.1), C =(4,11), D =(-18,7).

Odpowiedz: Wspotrzgdne pozostatych wierzchotkow rombu: B :(24,1), C :(4,1 1),
D =(-18.7).
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Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

II sposob rozwiazania (iloczyn skalarny)
Przekatne rombu sa wzglgdem siebie prostopadte i dziela sig¢ na polowy. Znajac wspolrzgdne
punktu 4 oraz srodka symetrii rombu S obliczamy wspolrzgdne punktu C.

X,y +Xe Yait Ve
X, =—4—% =4 -C
s > Vs >
X, =2-3-2=4  y.=2-4-(-3)=11
Punkt C ma wspotrzedne (4,11).
Obliczamy dlugos¢ przekatnej AC: |AC‘ =102

Z wzoru na pole rombu obliczamy dtugosc¢ przekatnej BD.

300:%-10«/5-\BD| |BD| =302

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtugos¢ boku AD:
|4D|* = |4s|* +|sD|*  |4s|=2|4c|. |sD|=~|BD|
2 2

4D =52 ] +(1542) =105

Wyznaczamy wspotrzedne punktow B i D rozwiazujac uklad rownan
{|AD“ =500

ASoDS =0

(x=2)" +(y+3) =500
[1,7]0[3—x,4—y] =0
(x=2)" +(y+3)* =500
31-x-T7y=0
50y” =400y +350=0
»n=7 v, =1
x=-18 x=24
y=7 y=1

Odpowiedz: Pozostale wierzcholki rombu maja wspotrzedne: B =(24,1), C =(4,11)
i D=(-18,7).

"

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwigzania zZadania ... 1 pkt
Obliczenie wspotrzednych wierzchotka C oraz dlugosci przekatnej AC (lub jej polowy):

C=(411) |4C| =1042 (45]=542).

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSIEP .ccccveercreesmirinieinnssesstnccnicisnsssssssnsssssssnssssnsssassnes 2 pkt
Obliczenie dhugosci drugiej przekatnej |BD‘:30\/5 oraz dlugosci boku rombu, np.

|4D| =1045 .
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Egzamin maturalny z matematyki
Poziom rozszzerzony

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 4 pkt
Zapisanie uktadu rownan pozwalajacego obliczy¢ wspotrzedne punktu B (D) i przeksztatcenie
do rownania kwadratowego z jedna niewiadoma:

|4D|" =500
SAoSD =0
y'—8y+7=0 lub x*—-6x-432=0.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. blgdy rachunkowe) ......eeeeeceeieccesecececsc et S pkt

Rozwigzanie DezDIQUNE .......cciiiiiiiiiiiceicteccttecceteccesecsssecsssssssaesssnassssnassssnessssnessssnessnns 6 pkt
Pozostate wierzchotki rombu maja wspotrz¢dne: B = (24,1), C= (4,1 1)iD= (— 18,7).

Zadanie 11(5 pkr)
Ciag (a,b,c) jest geometryczny i a+b+c=26, za$s ciag (a-5b-4,c—11) jest
arytmetyczny. Oblicz a, b, c.

I sposob rozwiazania
Z whasnosci ciagu geometrycznego zapisujemy rownanie: b° =a-c, a z wilasnoSci ciagu
arytmetycznego zapisujemy rownanie: 2(b-4)=(a—-5)+(c—11).

2(b-4)=(a-5)+(c—11)

Zapisujemy i rozwiazujemy uktad réwnan: <b* =a-c
a+b+c=26

Przeksztatcamy uktad réwnan do réwnania z jedna niewiadoma: a” —20a+36=0

lube® —20c+36 =0 . Rozwiazujemy réwnanie i otrzymujemy: a=2 lub a=18 oraz c¢=2
lub ¢ =18 .
Odp. Warunki zadania spetniaja liczby: a=2,b=6,c=181ub a=18,b=6,c=2.

II sposob rozwiazania

Oznaczamy: przez a — pierwszy wyraz ciagu geometrycznego, a przez ¢ — iloraz tego ciagu.
Woéwezas b=a-q, c=a-q’.

Z wlasnosci ciagu arytmetycznego i z warunkow zadania zapisujemy uklad rownan:

a+aq+aq’ =26 a(1+q+qz):26
N lub
2(aq—4):(a—5)+(aq‘ —11)

aq” —2aq +a—8 :0‘

) , . 26
Z pierwszego rOwnania mamy: ¢ = ——, Zatem
l+g+q°

26 ) 2-26 26
- -8=0.

"!.q - 1.q+ )
l+g+q l+g+q l+g+q

Po uproszczeniu otrzymujemy rownanie: 3¢° —10g +3 = 0. Rozwiazaniem tego réwnania sa

liczby: ¢ = %,q =3.
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Dla kazdej z tych liczb obliczamy a.b,c.
Warunki zadania spelniaja liczby: a=2,b=6,c=18 lub a=18,h=6,c=2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postgp jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania ZAdania .........eeeiiiiiiiieiniieiciieccneccrecesssesssessss e sse s sran e sraneaes 1 pkt
Wykorzystanie wlasnosci ciagu geometrycznego (arytmetycznego) i zapisanie odpowiedniego
rOwnania, np.

e bi=qg-c

albo

o 2(b-4)=(a-5)+(c-11)
albo

. 2(aq—4) :(a —5)+(aq2 —11)
albo

e a+ag+aq’ =26

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP .ccccveercreesmicieicinnitensteccnicssnsssssssassnssssnssssnsssasenes 2 pkt
Wykorzystanie wlasnosci obu ciagow (arytmetycznego i geometrycznego) i zapisanie uktadu
rownan umozliwiajacego obliczenie liczb a, b, c, np.

b =ac 3

a+a-g+a-q =26
2(b—4)=(a=5)+(c—11) lub {2 ) i -
a+b+c=26 (a 1 )—(cz )+(a 1 )
Uwaga:

Jezeli zdajacy pomyli whasnosci ktoregokolwiek ciagu, to za cale rozwiazanie otrzymuje
0 punktow.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3 pkt
Przeksztatcenie uktadu réwnan do réwnania z jedna niewiadoma, np.

@’ —20a+36=0 lub ¢*-20c+36=0 lub 3¢°-10g+3=0

Uwaga:

Jezeli w trakcie doprowadzania uktadu réwnan do réwnania kwadratowego zdajacy popelni
btad, w wyniku ktérego otrzyma réwnanie majace mniej niz dwa rozwiazania, to otrzymuje
2 punkty za cale zadanie,

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .....eeeeeecieeccesnecesecaccececseneeseseene 4 pkt
e poprawne rozwiazanie rownania kwadratowego, odrzucenie jednego z rozwiagzan
(na przyktad dla ¢ <1) i poprawne wyznaczenie drugiej trojki liczb
albo
e przeksztalcenie uktadu rownan z jedna niewiadoma do réwnania kwadratowego z blgdem
rachunkowym (np. btad w redukcji wyrazow podobnych lub w przepisywaniu)
i konsekwentne doprowadzenie rozwiazania do konca (o ile otrzymane rownanie
kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste)

Rozwigzanie bezblgdne ...t s S pkt
a=2,b=6, ¢c=181ub a=18, b=6, ¢=2.
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Uwaga:
Jezeli zdajacy poprawnie rozwiaze uktad réwnan i popetni blad w zredagowaniu odpowiedzi,

na przyklad: a=2 lub a =18, b =6, ¢ =18 lub ¢ =2, to otrzymuje 4 punkty.

23



