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2 Egzamin maturalny z matematyki
Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom rozszerzony

Zadanie 1. (0-4)
Obszar standardow Opis wymagan
Modelowanie matematyczne Rozwiazanie zadania, prowadzacego do rownania
kwadratowego (I11.3.b)

Rozwigzanie
Niech a oznacza najmniejsza z czterech szukanych liczb calkowitych. Wtedy kolejne liczby
to: a+l,a+2, a+3.

2

Zapisujemy zatem rownanie kwadratowe a+3=a’+(a +1)2 +(a+2)

ktore po przeksztatceniu przyjmuje postaé 3a”> +5a+2=0.
. : . . 2 . . 2 .
Rownanie to ma dwa rozwiazania: o, =-1, a, = Rozwiazanie -3 odrzucamy jako

sprzeczne z trescig zadania (nie jest to liczba catkowita).
Zatem szukane liczby to: -1, 0, 1, 2.

Schemat oceniania rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania ZaAdania .....oieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e et e e cesereeesesaee 1 pkt
Zapisanie, ze szukane liczby to: a, a+1, a+ 2, a+3, gdzie a jest liczba catkowita.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ......ccceiveinnns 2 pkt
Zapisanie rownania z jedna niewiadoma:

2

a+3=a"+(a+1) +(a+2)" lub 36’ +5a+2=0
Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ......ceeevvvieiniiniiiniiiiiiniinn.. 3 pkt
e Przeksztalcenie réwnania a+3=a’ + (a+ 1)3 +(a+ 2)3 do postaci rownania

kwadratowego z blgdem rachunkowym (na przyklad blad w redukcji wyrazow
podobnych lub w przepisywaniu) i konsekwentne doprowadzenie rozwiazania do

kofica (o ile otrzymane réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste),
albo

. . N . 3 . .
e poprawne rozwigzanie rownania kwadratowego 3a” +5a+2 =0, nieodrzucenie
rozwiazania —— i podanie w odpowiedzi dwoch czworek liczb.

Rozwigzanie pelne ... s sssssssssssa 4 pkt
Zapisanie czworki liczb catkowitych spetniajacych warunki zadania: -1, 0,1, 2.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zle zinterpretuje tres¢ zadania, to za cale rozwiazanie otrzymuje 0 punktéw.

2. Jesli zdajacy bez wykonywania rachunkow poda odpowiedz i nie uzasadni, Ze jest to
jedyne rozwiazanie zadania, to otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 2. (0-4)

Uzycie i tworzenie strategii Rozwiazanie nierownosci wielomianowej (IV.3.c.R)

I sposob rozwiazania

Rozwiazanie nierownos$ci wielomianowej sktada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap to zastosowanie jednej z kilku metod, ktore pozwalaja zapisa¢ wielomian

w postaci iloczynowej, drugi etap to rozwiazanie nierownosci.

Pierwszy etap: zapisanie wielomianu w postaci iloczynowej.

I wariant (grupowanie wyrazow)
Zapisujemy nier6wnoéé w postaci x* +x* —2x >0, a nastepnie przedstawiamy lewa strong
nierownosci w postaci iloczynowe;j:

xt+x? —2x :Jc(.vc3 +.vc—2):)c(.vc(x2 —1)+2(x—1)):

= x(x(x—l)(x+1) +2(x —1)) =x(x —1)(x(x +1)+ 2) =x(x —1)()52 +X +2)

IT wariant (odgadnigcie pierwiastka i dzielenie metoda pisemna)
Zapisujemy nieréwno$¢ w postaci x* +x° —2x >0, a nastgpnie przedstawiamy lewa strong
nierownosci w postaci iloczynowe;j: xt+x*-2x= x(x3 +x— 2) . Zauwazamy, ze x=1 jest
pierwiastkiem wielomianu x* +x—2 i dzielimy wielomian x’ +x -2 przez dwumian x —1
sposobem pisemnym lub za pomoca algorytmu Hornera, otrzymujac x” + x +2 . Nastepnie
zapisujemy nierownos¢ w postaci iloczynowe; x(x — 1) (f +Xx+ 2) 20.

Drugi etap: rozwigzanie nierdwnosci.

Zauwazamy, ze trojmian x’+x+2 przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdej liczby

rzeczywistej x, zatem rozwiazanie nierownosci x(x — 1) (f +x+ 2) >0 jest jednoczesnie

rozwiazaniem nieréwnosci kwadratowej x(x-1)20, czyli suma przedziatow

(—oo,O)U(l,+oo).

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym poste¢p jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZANIA ccueeeeeneeeereeenreresrenesenesssanesnne cereneeeennes 1 PKE

Zapisanie wielomianu x* +x” —2x w postaci iloczynu, w ktérym jednym z czynnikow jest

x lub x—-1.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny post¢p — ) .

Zapisanie nierownosci w postaci iloczynu czynnikow stopnia co najwyzej drugiego , np.

Jc(.vc—l)(x3 +x+2) >0.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania SRR B 1) (&
e Zauwazenie, ze rozwiazanie nierownosci x* +x” —2x >0 jest jednocze$nie

rozwigzaniem nieréwnos$ci kwadratowe;j x (x — 1) >0

albo
e narysowanie i uzupehienie tabeli znakow lub sporzadzenie szkicu wykresu
wielomianu z uwzglednieniem jego miejsc zerowych.
Rozwigzanie pelne ......uecceeeccnnreccnnnennnnen. —- N 1)1

Zapisanie zbioru rozwigzan nieréwnosci xt+x?22x: xe (—oo,O)u <1,+oo) :
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Uwaga
Jesli zdajacy podzieli nierébwno$é przez x lub x—1, bez rozpatrzenia odpowiednich
przypadkow to za cale rozwiazanie otrzymuje 0 punktow.

I1 sposob rozwiazania
Rozwiazujemy nierownos¢ w trzech przedziatach:

L xe(-»,0), ILxe(0,1), L xe(l,+m0)

I. xe (—oo,O)

Witedy x* 20 i x> >0,a 2x<0.

Stad x* + x* >2x dla kazdego x € (—oo,O) .
II. x<(0,1)

Witedy x* <xix><x.

Stad x* +x* <2x dla kazdegox e (0,1).

Zatem dana nieréwnos$¢ nie ma rozwiazan w tym przedziale.
M. x & (1,+0)

Witedy x*' >x i x> >x.

Stad x* + x> =2 2x dla kazdegox € (1, +0).

Odp. Rozwiazaniem nieréwnosci x* +x* > 2x jest zbior x e (—oo,O) u(l, +0) .

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania
Zdajacy otrzymuje po 1 punkecie za rozwiazanie nierownosci w kazdym z trzech przedziatow.
Czwarty punkt zdajacy otrzymuje za podanie odpowiedzi koficowe;.

Zadanie 3. (0-4)

Uzycie i tworzenie strategii Rozwiazanie rownania trygonometrycznego (IV.6.e.R)

Rozwiazanie
Wykorzystujac wzér na cosinus podwojonego kata: cos2x=2cos” x—1, przeksztatcamy
rownanie do postaci, w ktorej wystgpuje tylko jedna funkcja trygonometryczna argumentu x:

(ZCOSEX—I)—3COSX+2=0.

Porzadkujemy i otrzymujemy réwnanie: 2cos” x —3cosx+1=0.
Wprowadzamy pomocnicza niewiadoma, np. ¢ = cosx , gdzie ¢t € (— 1,1) :

Otrzymujemy réwnanie kwadratowe 2t> -3¢t +1=0.
L . . : 1
Rozwiazujemy rownanie kwadratowe, otrzymujac: ¢, =1, ¢, = 5 .

L . . : 1
ROZWIQZU_]CH]Y rownania cosx =11 cosx = E .
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Zapisujemy rozwigzania rownan:
x =2k, gdzie k jest liczba catkowita
lub

X = % + 2k, gdzie k jest liczba catkowita
lub
xX= —% + 2k, gdzie k jest liczba catkowita.

Schemat oceniania rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIGZANIA ceevveieiseniessancessanesssanesssnnesssnnesssnsssssnsssssnsssssssesssasesssnsesssnsesssasessaasassaasessasssssnsssssnnes 1 pkt
Zapisanie rownania w zaleznosci od jednej funkcji trygonometrycznej argumentu x, np.:

(20053.75—1)—3cosx+2:0 lub 2cos* x—3cosx+1=0.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSTEP ccccueeeireeecisueccineceiennccssnnccsenasessnassssnassssnsesssnnenns 2 pkt

. . : 2 .. 1
Rozwiazanie rownania 2cos” x—3cosx+1=0 z niewiadoma cosx: cosx =1 lub cosx = 5

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ......c.cccvecnrensnssnsenienssnnssessnssenssesssnsssessasssasses 3 pkt

N o 1
Rozwiazanie jednego z réwnan cosx =1 lub cosx = PR

ROZWIQZANIE PEINE wauucnnrerciiiiiiicctticcticcctteccteccsseccsaeecssessssssssnssssssasassaassssnassssnsesssnssns 4 pkt

e Rozwiazanie rownania: x =2km, gdzie k jest liczba catkowita lub x :§+2kﬂ',

gdzie k jest liczba catkowita lub x = —% +2km, gdzie k jest liczba catkowita

e x=n-360°, gdzie n jest liczba catkowita lub x =60°+n-360°, gdzie n jest liczba
catkowita lub x =—-60°+n-360°, gdzie n jest liczba catkowita.

Jezeli zdajacy popehi btad rachunkowy w rozwiazaniu rownania kwadratowego i otrzyma
dwa rozwiazania, z ktorych co najmniej jedno nalezy do przedzialu (— 1,1)

i konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do konca, to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 4. (0-6)

Uzycie i tworzenie strategii Rozwiazanie rownania kwadratowego z parametrem,
przeprowadzenie dyskusji i wyciagnigcie wnioskow
(IV.3.b.R)

I sposob rozwiazania

m+2—+m*-12 _m+2+m’ —12

Obliczamy A =m” —12 i nastepnie x, = 5 . X, > .
Wowczas
, (m+2)2—2(m+2)\.{m3—12+m3—12 2m* +4m—8-2(m+2)Vm’ =12
X = i - ) _
m’ +2m—4—(m+2)ym’* —12
) 2
i podobnie
s _m3+2m—4+(m+2)\!m3—12
X5 = i .
Nastgpnie
y (m*+2m-4) —2(m* +2m-4)-(m+2)m> —12 +(m+2)" (m* -12)
1= 4 =
m* +4m* —4m* =16m +16 +m* +4m* —8m* —48m — 48 =2 (m* + 2m —4)-(m +2)ym* - 12
- 2 -
~ 2m4+8m3—12m3—64m—32—2(m3+2m—4)-(m+2)\/m3—12

4
i podobnie

2m”* +8m’ —12m* —64m —32 +2(m2 +2m —4)-(m +2)Vm* -12

X =
4

SN

Teraz

x! +x3 =m*+4m’ —6m> —32m —16, czyli mamy réwnanie

m* +4m’ —6m* —=32m—16=4m’ +6m* —32m+12, czyli m* —12m* +36 =64 .
Zatem (m3 —6)2 =64,stad: m* —6=-8 lub m* -6=8,

czyli m”> =-2 lub m* =14,

Przypadek m” =2 jest niemozliwy; zatem m” =14, czyli m =14 lub m=—-/14 .

Nalezy na zakonczenie zauwazyé, ze jesli m* =14, to A=m”—12=14-12=2>0, a wiec
oba pierwiastki x, i x, sa rzeczywiste.

Uwaga

Zdajacy moze rozpoczaé od rozwazenia nieréwno$ci A >0, czyli m>—12>0. Otrzymuje
m<—2\/§ lub m>2\/§ . Potem moze sprawdza¢, czy otrzymane rozwiazania sa zgodne
Z tymi nieroOwnosciami.
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Schemat oceniania I sposobu rozwigzania.
Rozwiazanie zadania sktada sig¢ z dwoch czgsci:

a) Pierwsza cze$é polega na rozwiazaniu nieréwnosci A > 0, gdzie A=m” —12 .
Zatem A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy m” —12> 0, czyli dla me(—oo, —2\/§)u(2v’§,oo )

Za poprawne rozwigzanie tej czgsci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga
Jezeli zdajacy rozwiazuje nieréwnos¢ A =0, to nie otrzymuje punktu za te czes¢.

b) Druga czesé polega na doprowadzeniu réwnania x; +x; =4m’ +6m’ —32m+12

do postaci rownania ze zmienna m i rozwiazanie tego roOwnania. Za t¢ czg¢S¢ rozwiazania
zdajacy otrzymuje 4 punkty.
W ramach tej czgsci rozwiazania wyrdzniamy nastgpujace fazy:
Rozwigzanie czgsci b), w ktérym post¢p jest niewielki, ale konieczny na drodze do
Peinego FOZWIGZANMIA c..uueeeceeieiiriniiriictnccinnccitecciseccisseceisseeessesesnasassaassssnassssasesssnnes 1 pkt
Wyznaczenie x, 1 x,.

Rozwigzanie czg¢sci b), w ktorym jest istotny postep .c.ccccevecccesercinsensussessasieniacsansnes 2 pkt
Wyznaczenie x; i x; .
Pokonanie zasadniczych trudnosci czgsci b) zadania .....eceeeeeneeecneeeeceeenene 3 pkt
Wyznaczenie x; i x; izapisanie rownosci x! +x3 =m" +4m’ —6m* -32m—16.
Rozwigzanie bezblgdne czgSci D) ..cuvverciecrsiersnsnnsesseniensenisssniansnssssusssssassassscsansnes 4 pkt
Rozwiazanie rownania m' —12m* =28 =0: m = \/17 lub m = —\/ﬁ .

ROZWIQZanie PeMe ...iiiiiiiiiiiiiiiccticntecsieccsseccsssesssssssssssssnassssnassssnassssnsssssnans 6 pkt

Poprawne rozwiazanie rownania z uwzglgdnieniem warunku A >0,

Uwagi

1. Przyznajemy 1 punkt za wyznaczenie czgSci wspolnej zbiorow rozwiazan nieré6wnosci
A>0 z etapu a) i rownania m" —12m” +36 =64 z etapu b), gdy co najmniej jeden etap
jest rozwiazany poprawnie,

2. Jezeli zdajacy popehi btad rachunkowy i konsekwentnie do tego btedu poda rozwiazanie,
to za cale rozwiazanie otrzymuje 5 punktow.

II sposob rozwiazania:

m+2—+m’—12 _ m+2+m*—12

Tak jak w sposobie I obliczamy x, = 5 ) X, 5
Nastgpnie przyjmujemy oznaczenie ¢t =vm’ —12 .
Wowczas
o (me2-0) (me2+0) (m+2-1) +(m+2+1)
X +x, = 5 + > = T .

Korzystamy ze wzorow:

(a—b)4 =a' —4a’b+6a’h’ —4ab’ +b*
(a+b)4 =a' +4a’b+6a’b” +4ab’ +b" .
Stad (a—b)4 +(a+b)4 =2a" +12a°h* +2b".
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Zatem

o . 2(mr2) +12(me2) P42t (m+2) +6(m+2) 4o
Xl +)&'2 = = .
16 8
Poniewaz ¢t =ym’> —12 , wicc > =m> =12 i ' =m* —=24m” +144..
Mamy zatem
m* +8m® +24m”> +32m +16+(6m2 +24m +24)(m2 —12)+m‘* —24m* +144

X +x, = =

2 8

4 3 2 _ ] R

_8m'+32m 488m 256m =128 4 4 i o2 an e

Dalej postgpujemy tak, jak w I sposobie rozwiazania.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania.
Rozwiazanie zadania skltada si¢ z dwoch czesci:

a) Pierwsza czg¢$é polega na rozwiazaniu nieréwnosci A >0, gdzie A=m*—12.
Zatem A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy m* —=12 >0, czyli dla me (—oo, - Zx/g)u(Z\/g,oo ) .

Za poprawne rozwiazanie tej czgsci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga
Jezeli zdajacy rozwiazuje nierownos¢ A >0, to nie otrzymuje punktu za t¢ czgs¢.

b) Druga czesé polega na doprowadzeniu réwnania x| +x; =4m’ +6m> —32m+12
do postaci rownania z niewiadoma m i rozwigzanie tego roOwnania. Za t¢ czg$¢ rozwigzania
zdajacy otrzymuje 4 punkty.
W ramach tej czgSci rozwiazania wyrozniamy nastgpujace fazy:
Rozwigzanie czg¢sci b), w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do
PeINego rOZWIgZaANIa .ueeccveiiiiiiiniiiiiiiiiniienniescnsesesssssssssesssssessnssssssasesssasssnsasssanes 1 pkt
Wyznaczenie x, 1 x,.

Rozwigzanie cz¢$ci b), w Ktorym jest istotny postep .....cccccceeveeecresecrecseesacsuesneesannens 2 pkt
Przyjecie oznaczenia, np. ¢t =+/m’ —12 .
Pokonanie zasadniczych trudnosci czgsci b) zadania ......iiicininicininsnisisininnianns 3 pkt

. 4 4 . . x ’ .-
Wyznaczeme Xl oraz XE 1 Zapisanie€ rownoscl

o s (me2-0) (m+2+1) (me2-1) +(m+2+1)"

x| +x) = —+ — = =m" +4m’ —16m* =32m—16
- 2 2 16
Rozwigzanie bezbledne cZgSCi b) wuuuuececueceeieeeceeeceecceecteeceses e 4 pkt
Rozwiazanie rownania m' —12m”> 28 =0: m=/14 lub m=—/14 .
ROZWIgZanie PeINe ....eeeieiceieicnieencnnees i nsesiessssesessssssssssssssenssssssnsssssssanssssssansasssses 6 pkt

Poprawne rozwiazanie rownania z uwzglednieniem warunku A > 0.

Uwagi

1. Przyznajemy 1 punkt za wyznaczenie czg$ci wspolnej zbiorow rozwigzan nierownosci
A>0 z etapu a) i rownania m" —12m’ +36 =64 z etapu b), gdy co najmniej jeden etap
jest rozwiazany poprawnie.

2. Jezeli zdajacy popelni btad rachunkowy i konsekwentnie do tego blgdu poda rozwiazanie,
to za cale rozwiazanie otrzymuje 5 punktow.
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111 sposob rozwiagzania:
Korzystamy ze wzorow Viete’a: x, +x, =m+2, x,-x, =m+4.

Mamy teraz:

xt+xt= (xf +X) )2 —2x7x) = ((xl +x,) = 2%, )2 -2(xx,)" =

=((m+2)"=2(m+4)| =2(m+4)" =m" +4m’ —6m’ ~32m 16

Dalej postgpujemy tak, jak w I sposobie rozwiazania.
Schemat oceniania III sposobu rozwigzania.
Rozwiazanie zadania sktada sie z dwoch czesci:

a) Pierwsza cz¢$é polega na rozwiazaniu nierownosci A > 0, gdzie A =m” —12 .
Zatem A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy m” —12> 0, czyli dla me(—oo, —2\/§)u(2\f§,oo ) :
Za poprawne rozwiazanie tej czgsci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga
Jezeli zdajacy rozwiazuje nierownos¢ A 20, to nie otrzymuje punktu za t¢ czgsé.

b) Druga cze$¢ polega na doprowadzeniu réwnania x' +xi =4m’ +6m’-32m+12 do

postaci rownania z niewiadoma m 1 rozwiazanie tego rOwnania. Za t¢ czgS¢ rozwiazania
zdajacy otrzymuje 4 punkty.
W ramach tej czgsci rozwiazania wyrdzniamy nastgpujace fazy:
Rozwigzanie czgsci b), w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do
PeINego FOZWIGZANIA ......uveeriiiiieiiniieeninseniesntssessssssssssssssessssssssasssssssnsasessssnnssssssanes 1 pkt

2
Zapisanie rownosci: x,* +x," = (xf + x;’) - 2x)x; .

Rozwigzanie czg¢sci b), w ktérym jest iStotny postep ....cccececeeeveeeesnecnsecrncsececsuninenns 2 pkt

-

. . . ;. 2 2 2
Zapisanie rownosci: x,* +x,' = (xf +x7) - 2x0x] = ((x1 +x,) - 2x1x2) -2(xx,)".

Pokonanie zasadniczych trudnosci czgsci b) zadania ........ecceveiceninnnensccienncnennne. 3 pkt
Zapisanie wyrazenia x," +x,' W postaci sumy jednomianéw zmiennej m, np.

xl‘1 +x2‘1 = (::cl2 +x§)2 - foxg = ((x1 +x2)2 —23:1:::2)2 - 2(x1x2)2 =m' +4m’ —6m* -32m—16.

Rozwigzanie bezblgdne czg3ci h) ..., 4 pkt
Rozwiazanie rownania m' —12m* =28 =0: m =/14 lub m = —J/14 .
RozZwigzanie PeNe ....cuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiisisisississssssssssssssssssssssssassssssassssssssssassns 6 pkt

Poprawne rozwiazanie rownania z uwzglgdnieniem warunku A >0,

Uwagi

1. Przyznajemy 1 punkt za wyznaczenie czgSci wspolnej zbiorow rozwiazan nieré6wnosci
A>0 z etapu a) i rtéwnania m* —12m* +36 =64 z etapu b), gdy co najmniej jeden etap
jest rozwiazany poprawnie.

2. Jezeli zdajacy popetni blad rachunkowy i konsekwentnie do tego bledu poda rozwiazanie,
to za cale rozwiazanie otrzymuje 5 punktow.
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IV sposob rozwiazania:

, .y 4
Korzystamy ze wzoréw Viéte’a oraz ze wzoru na (a +b) .

(xl +x, )4 =x' +4xx, +6x'x; +4xx; +X; = X' +x; +4xx, (xf +x._f)+6(.vc1x2)2 =
=x'+x, +4x,x, ((x1 +x2)2 - 2x1x2)+ 6(x1x2)2

czyli

X' +x, = (xl + X, )4 —4x,x, ((xl + X, )2 - 2x1x2) —6(x1x2)2 =

2

~(m+2)’ —4-(m+4)((m+2)2 —2-(m+4))—6-(m+4) — m* +4m* —6m* —32m—16
Dalej postgpujemy tak, jak w I sposobie rozwiazania.

Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania.
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z dwoch czesci:

a) Pierwsza czg$é polega na rozwiazaniu nieréwnosci A >0, gdzie A=m*—12,
Zatem A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy m* =12 >0, czyli dla me (—oo, - Zﬁ)u(Z\/}T,oo )

Za poprawne rozwiazanie tej czgsci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga
Jezeli zdajacy rozwiazuje nier6wnos¢ A >0, to nie otrzymuje punktu za t¢ czgs¢.

b) Druga czgéé polega na doprowadzeniu rownania x'+x) =4m’ +6m” —32m+12 np.

do postaci m”* —12m> +36 =64 i rozwiazaniu tego rownania. Za t¢ cze$é rozwiazania zdajacy
otrzymuje 4 punkty.
W ramach tej czgSci rozwiazania wyrdzniamy nastgpujace fazy:
Rozwigzanie czgsci b), w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do
PeINeZ0 FOZWIGZANIA ..ccceeeeeeciiiciiriiticciieccteccseesssseecssseeessssesssssssssssssnasssssasssnasssanes 1 pkt

Skorzystanie z wzoru (a +b)4 =a' +4a’b+64°b* +4ab’ +b* .

Rozwigzanie cz¢$ci b), w Ktorym jest istotny postep .....cccccecveeecresceciecsensecsseseessannens 2 pkt

2

Zapisanie rownosci: x* +x," =(x, +x, )4 —4xx, ((x1 +Xx, )2 —2x,x, ) —6(xx,) "

Pokonanie zasadniczych trudnosci czgsci b) zadania ......cveeenceniensenieccnsnccnsannnenne 3 pkt
Zapisanie wyrazenia x," + x," w postaci sumy jednomianéw zmiennej m, np.

x'+x,t = (x4 x, )4 —4x,x, ((x1 +x2)2 —2x1x2)—6(x1.3c2)2 =m'+4m’ —6m>-32m-16.

Rozwigzanie pelne czgSei D) .uueceeececececieeeeceseciseceeeceessesssaesae s assess e 4 pkt
Rozwiazanie rownania m* —12m* =28 =0: m =14 lub m = —J14 .
ROZWIQZANie PEINE ...ueeiereeriecceeccc st sreesssseesesssesseessssssssssssssssasessssaassssssansanssns 6 pkt

Poprawne rozwiazanie rownania z uwzglednieniem warunku A >0,

Uwagi

1. Przyznajemy 1 punkt za wyznaczenie czg$ci wspolnej zbiorow rozwigzan nierownosci
A>0 z etapu a) i rownania m" —12m’ +36 =64 z etapu b), gdy co najmniej jeden etap
jest rozwiazany poprawnie.

2. Jezeli zdajacy popeini blad rachunkowy i1 konsekwentnie do tego blgdu poda rozwiazanie,
to za cale rozwiazanie otrzymuje 5 punktow.
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Zadanie 5. (0-6)

Uzycie i tworzenie strategii Zastosowanie wlasnosci ciggu geometrycznego oraz
wlasnosci ciagu arytmetycznego (IV.5.c)

I sposdb rozwigzania
Oznaczmy przez a, b, ¢ kolejne liczby tworzace, w podanej kolejnosci, ciag geometryczny.

Przez a oraz ¢ oznaczamy odpowiednio pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu geometrycznego.
Woéwezas b =aq oraz c=aq” . Z treéci zadania wiemy, ze ciag o wyrazach a, b+8, ¢ jest

arytmetyczny, co oznacza, ze jest spelniona rownos¢ 2 (b +8)=a+c, czyli
Z(aq + 8) =a+aq . Ponadto, ciag o wyrazach a,b+8, c+64 jest geometryczny, wigc
(b +8)2 =a-(c+64),astad (agq +8)2 :a-(aq2 + 64) )

Zapisujemy uklad rownan:

2(ag+8)=a+aq’
(aq+8)2 = a-(aq3 +64)

. . : 1 T
Z pierwszego rownania wyznaczamy a = ———— (przy zalozeniu, ze g =1)
1-2g+q°
i podstawiamy do drugiego rownania. Otrzymujemy rownanie:

16 16
— ¢4 —+4=0
1-2g+q° 1-2g+q

Przeksztalcamy to rownanie do rownania kwadratowego:
16g+4(1-2q +q°)-64=0,

4g+1-2q+q —16=0,

g +2g-15=0.
Rozwiazaniami tego rownania sa liczby: ¢, =-5, ¢, =3.
Jezeli g=-5,10 a :g, b :—2 oraz ¢ :—%-(—5):%.

Jezeli zas g=3,to a=4, b=12 oraz ¢=12-3=36.

Zauwazmy na zakonczenie, ze zalozenie ¢ #1 nie zmniejsza ogolnosci rozwazan, bo gdyby
g =1, to otrzymaliby$my (poczatkowy) ciag geometryczny staly, zas ciag (a, a +8, a) nie

bylby arytmetyczny dla zadnej wartosci a , wbrew tresci zadania.

Odpowiedz: Istnieja dwa ciagi geometryczne spelniajace warunki zadania: (4, 12, 36) oraz

(i _20 @)
9" 97 9 )

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozZwigZania ZAdANIA ...ecceecceiciniiiiiiiiiniiniieicieiceeiessiessssessasesssasessassssnsssssns 1 pkt
Zapisanie, z€:

liczby a, aq, ag® sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego oraz liczby a, aq+8, aq”,

w podanej kolejnoSci, tworza ciag arytmetyczny, natomiast liczby a, ag+8, aq® +64,
w podanej kolejnosci, tworza ciag geometryczny.
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Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ...... w2 pkt
Wykorzystanie wtasnoSci ciagu arytmetycznego i geometrycznego do zapisania uktadu
rownan, np.

a+aq’ =2(ag+8)
(.fu;.'+8)2 :a(aq3 +64)

Uwaga
Jezeli zdajacy pomyli wtasnosci ktoregokolwiek ciagu, to za cale rozwiazanie otrzymuje
0 punktow.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..... «..4 pkt
Zapisanie réwnania z jedna niewiadoma np.: ¢° +2¢—15=0 lub 94> -40a+16=0.

Uwaga

Jezeli zdajacy w trakcie przeksztalcania ukladu rownan popelni btad, w wyniku ktorego
otrzyma rownanie majace mniej niz dwa rozwiazania, to otrzymuje 2 punkty za cale
rozwiazanie,

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ... 5 pkt
e Zdajacy popetni bledy rachunkowe w rozwiazywaniu rownania kwadratowego, np.

g" +2g—15=0 i konsekwentne do tych btedow poda w odpowiedzi dwa ciagi
geometryczne

lub
e przeksztalci uktad rownan z blgdem (np. blad w redukcji wyrazow podobnych lub
w przepisywaniu) i konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do konca (o ile
otrzymane réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste).

Rozwigzanie pelne ....ceeeciiesinininiiiniiinnenne «.. 0 pkt
Zapisanie dwoch trojek liczb, z ktorych kazda tworzy ciag geometryczny opisany w tresci
zadania: (4, 12, 36) oraz i, —E, 250 .

9 9 9

11 sposéb rozwigzania
Oznaczmy przez a, b, c¢ trzy kolejne wyrazy ciagu geometrycznego. Wowczas b =a-c.

Poniewaz ciag (a,b+8,c) jest arytmetyczny, wigc 2(b+8)=a+c. Ponadto, ciag
(a, b+8, ¢ +64) jest geometryczny, zatem (b+8)" =a-(c+64).

Zapisujemy zatem uktad réwnan:

b*=a-c

2(b+8)=a+c

(b+8)" =a-(c+64)

a nastgpnie przeksztatlcamy go w sposéb rownowazny:

c=2b—-a+16

1b* =2ab+16a-a’

(b+8)" =2ab +16a-a’ +64a
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Odejmujemy stronami drugie i trzecie rownanie i otrzymujemy (b+8)3—b3:64a,

b+4 : . . e :
Stad a = % . Podstawiamy a = do drugiego rownania i otrzymujemy

b’ :M-(ﬂ) +16_bﬂ)
4 4

Przeksztalcamy to rownanie do rownania kwadratowego
16b* =7b* +88b + 240, czyli 9b* —88b—-240=0.
Rozwiazaniami tego rownania sa liczby: b, = —%, b,=12.

Jezeli b:—g,to a4 =— oraz c :@.
9 9
Jezeli zas b=12.,t0 a =4 oraz c=36.
Odpowiedz: Istnieja dwa ciagi geometryczne spetniajace warunki zadania: (4, 12,36) oraz

(iﬂ@]
9° 97 9 )

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania zadania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

roZwWigZania ZAAAMIA ...ccceeeciieiiiiiciieicniricsinesctnessseecsseeesssacesssasessnssssanssssnassssasesssnssssen 1 pkt
Zapisanie, ze liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego oraz, ze liczby

a, b+8, ¢, w podanej kolejnosci, tworza ciag arytmetyczny, zas liczby a, b+8, ¢ +64,

w podanej kolejnosci, tworza ciag geometryczny.

Rozwigzanie, w kiorym jest istofny POSeP . coccvrcisnnsrnrsrnisisnsisnnsssnnsnisisnssnssssnssasssnnssnns 2 pkt
Wykorzystanie wlasnosci ciagu arytmetycznego i geometrycznego do zapisania uktadu
rownan umozliwiajacego obliczenie liczb a, b, c, np.

b*=a-c

2(b+8)=a+c

(b+8) =a-(c+64)
Uwaga

Jezeli zdajacy pomyli wlasno$ci ktéregokolwiek ciagu, to za cale rozwiazanie otrzymuje
0 punktow.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania . ..., 4 pkt
Zapisanie rownania z jedna niewiadoma, np.: 9a”> —40a+16=0 lub 95° —88h—240 =0
lub 9¢* —424¢ +3600=0.

Uwaga

Jezeli w trakcie przeksztalcania uktadu réwnan zdajacy popeini btad, w wyniku ktérego
otrzyma réwnanie majace mniej niz dwa rozwiazania, to otrzymuje 2 punkty za cale
rozwiazanie.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe). ......eceeeeeceeecceecececnccececenee. 5 pkt
e Zdajacy popetni bledy rachunkowe w rozwiazywaniu rownania kwadratowego, np.
9h° —88b —240 =0 i konsekwentne do tych btedéw poda w odpowiedz dwa ciagi

geometryczne
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lub
o przeksztalci uktad rownan z blgdem (np. blad w redukeji wyrazéw podobnych lub
w przepisywaniu) i konsekwentnie doprowadzi rozwiazanie do konca (o ile
otrzymane rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki rzeczywiste).

Rozwigzanie pelne ......eeeceeeccnreccnniccnncccnneenne ... 6 pkt
Zapisanie dwoch trojek liczb, z ktorych kazda tworzy ciag geometryczny opisany w tresci
zadania: (4,12, 36) oraz [i, —2, @]

9 9 9

Zadanie 6. (0-6)

Modelowanie matematyczne Znalezienie zwiazkow miarowych na plaszczyznie,
wyznaczenie najwigkszej i najmniejszej wartosci funkcji
(IIL.8.¢; 4 k)

Rozwigzanie

55 15y, (0 1 Y
Wyznaczamy odlegtosé punktow P i Q: |PQ|: ———m——=| +m = || ———m | +m"
2 2 2 2 2
Wyznaczamy wzor funkcji fopisujacej wartos¢ |PQ|2:
s0 1Y 5, 5.,
f(m):[T—Em] +m :Z(m —20m+500) dlame(—l,?).

Obliczamy pierwsza wspolrzgdna wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcji f:
m, = E-20 : 2-§ :25:2:25-3:10.
4 4 2 5

Poniewaz 10 ¢ (— L, 7) , wige w tym przedziale funkcja f* jest monotoniczna. Zatem najwigksza

i najmniejsza wartos¢ funkcji /'dla m e(—l, 7> sa przyjmowane dla argumentow, bgdacych

koncami tego przedziatu.

f(-1) :%(1+20+500) = 651,25 oraz f(7) :%(49—140 +500)=511,25.

Zatem najmniejsza i najwigksza wartos¢ |PQ|3’[0 odpowiednio 511,25 oraz 651,25.

Schemat oceniania rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania zadania .....eeeeceeeenieienenencnnee. ... 1 pkt

50 1)
Wyznaczenie odlegltosci migdzy punktami P i O: ‘PQ|:\}[——Em] +m~ lub
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Uwaga

4

Jezeli zdajacy zapisze, np. |PQ|:\/(?—%H1} —m” , to otrzymuje za cale zadanie

0 punktow.

Rozwigzanie, w kiorym jest istofny PoSep .. cccccccisnsssnnsrninisnsinnsssnssnisisnssnssssnssassssnssnns 2 pkt

Zapisanie wzoru funkcji /* w postaci, np.: f(m) :%m2 —25m+625 lub
5 2
m)==(m" —20m+500).
£ (m) =7 )

Uwaga
Dalszej ocenie podlega badanie tylko takich funkcji kwadratowych, ktore przyjmuja
warto$ci nieujemne w calym zbiorze liczb rzeczywistych.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania . ..., 4 pkt
e Obliczenie pierwszej wspotrzednej wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji f
i stwierdzenie, ze wspotrzgdna ta nie nalezy do przedziahu (—1,7): m, =10

i 10%(—1,7) i z rozwiazania wynika, ze f(10) nie jest Zadna z poszukiwanych

wartosci
albo

e obliczenie f(-1)i f(7), zapisanie bez uzasadnienia, ze f(—1) jest warto$cia
najwigksza, f(7) jest warto$cia najmniejsza.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ......covecveececneensnsenseenincssncseensensnenas 5 pkt
ROZWIQZANIE PEINE ouceeeicriiiiiiccttcctecctecctecsrseccsseecssesssssesssssssssassssnassssnassrsnsssssnens 6 pkt

Podanie najmniejszej i najwigkszej wartosé |PQ‘2 odpowiednio 511,25 oraz 651,25

z uzasadnieniem, np. powolanie si¢ na monotoniczno$¢ lub stwierdzenie, Ze pierwsza
wspotrzgdna wierzchotka nie nalezy do podanego przedziatu.

Uwaga
Jesli zdajacy obliczy f(10)=500, f(-1)=65125 i f(7)=511,25 i stad wywnioskuje, ze

najmniejsza warto$cia funkcji f jest 500, a najwigksza 651,25, to za cale rozwiazanie
otrzymuje 4 punkty.

Zadanie 7. (0-3)

Rozumowanie i argumentacja | Przeprowadzenie dowodu algebraicznego (V.2.b)

Rozwigzanie
Przeksztatcamy nierowno$¢ w sposob rownowazny

a+b—a’h—ab* >0,
(a3 —azb)+(b} —abz)ZO,
ag(a—b)+b3(b—a)20,
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(a—b)(.ff —bz) >0,
(a=b) (a+b)20.

Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz z zalozenia a+bh =0 oraz (.fz—b)2 >0 dla

wszystkich liczb rzeczywistych a i b, co konczy dowaod.

Schemat oceniania rozwiagzania
Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania ..... ...2 pkt

Zapisanie nierownosci w postaci iloczynowe;j (a —b)(a2 -b’ ) >0 lub

(a=b) (a+b)20,lub (a—b)(a—b)(a+b)=0.

Rozwigzanie pelne ......ceviecciineeeciieericnieennen. ... 3 pkt
Przeprowadzenie pelnego dowodu.

Uwaga

1. Jezeli zdajacy podzieli obie strony nierownosci przez a+b , nie zakladajac, ze a+b =0,
to otrzymuje 0 punktow.

2. W przypadku gdy zdajacy podzieli nierdéwnos¢ przez a +b > 0 i nie rozpatrzy przypadku
a+b =0, to przyznajemy 2 punkty.

Zadanie 8. (0-4)

Uzycie i tworzenie strategii Wykorzystanie wzoréw na liczbg permutacji, kombinacji
i wariacji do zliczania obiektow w sytuacjach
kombinatorycznych (IV.10.R)

Rozwiazanie

Rozktadamy liczbg 12 na czynniki pierwsze 12=3-2-2.

Mamy wigc trzy, parami wykluczajace si¢ mozliwosci, w ktorych iloczyn cyfr liczby
osmiocyfrowej jest rowny 12:

1. Wsrod cyfr tej liczby sa ,,37, ,,4" 1 szes¢ ,,1” (12=3-4-1-1-1-1-1-1). Takich liczb jest:
8-7=56 —wybieramy miejsce dla ,,3” na 8 sposobow i z pozostatych dla .4 na 7
Sposobow.

2. Wérod cyfr tej liczby sa ,,2”, ,,6" 1 szes$¢ ,,17 (12=2-6-1-1-1-1-1-1). Takich liczb jest:
8-7=56 —wybieramy miejsce dla .,2” na 8 sposobow i z pozostatych dla,,6” na 7
Ssposobow.

3. Wisrod cyfr tej liczby sa dwie ,,2”, jedna ,,3” 1 pig¢ ,,1”" (12=3-2-2-1-1-1-1-1). Takich

7
liczb jest: 8 [2} =168 — wybieramy jedno miejsce z o§miu dla,,3”” a nast¢pnie dwa

miejsca z pozostalych siedmiu dla ,,2”.
Zatem liczb o$miocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 12 jest 56 +56+168 = 280 .

Schemat oceniania rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania zadania ..., we 1 pkt
Zapisanie, co najmniej dwoch z trzech parami wykluczajacych si¢ mozliwosci, w ktorych
iloczyn cyfr liczby o§miocyfrowej jest rowny 12 (bez obliczania liczby tych mozliwosci):

12=3-4-1-1-1-1-1-1

12=2-6-1-1-1-1-1-1

12=3-2-2-1-1-1-1-1
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStofny POSIEP .cccvrvrcnnsinnsnininininnsssnnsnisssnsssnssssnsssaesssnessns 2 pkt
Zapisanie wszystkich trzech, parami wykluczajacych sig mozliwos$ci, w ktorych iloczyn cyfr
liczby o$miocyfrowe;j jest rowny 12 (bez obliczania liczby tych mozliwosci):
12=3-4-1-1-1-1-1-1
12=2:6-1-1-1-1-1-1
12=3-2-2-1-1-1-1-1
Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ........ccoceecevincercecsescssccssensincssnssecssenseenes 3 pkt
Obliczenie liczby liczb o§miocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest réwny 12, w co najmnie;j
dwoch z trzech mozliwosci.
Rozwigzanie pelne ... 4 pkt
Obliczenie liczby liczb o§miocyfrowych, ktorych iloczyn cyfr jest rowny 12:
56+56+168 =280.

Zadanie 9. (0-5)

Uzycie i tworzenie strategii Znalezienie zwiazkéw miarowych w figurach plaskich
z zastosowaniem wlasnosci figur podobnych (IV.7.c.R)

I sposdéb rozwiazania

D C
E
b N
h
o
o
A a B

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DAB otrzymujemy ¢ =+/a’ +b” . Trojkat ten jest
podobny do trojkata DEA (oba sa prostokatne i maja wspolny kat ostry przy wierzchotku D),

N I B
Vi D 7180 " oA 0B Y s Yo Y b Aaap
k:L oraz |DE|: L

Nat +b? va® + b’ ‘

Pole trojkata AED jest rtowne P,,, = k |DE‘ ab b~ __ab

2 Jaror Jair 2@ +b)

11 sposob rozwiazania

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DAB otrzymujemy ¢ =va +b* . Trojkat ten jest
podobny do trojkata DEA (oba sa prostokatne i maja wspolny kat ostry przy wierzchotku D),

wice MEL B4 |DE|_|Dd] - |DE|_ b St
40| [50] ™ b4 | Fvy Ny
k:L oraz |DE| b’

-

a’ +b’ a*+b

2
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DE
Wyznaczamy sinus kata EAD w trojkacie AED: 5111|{EAD|=| |: 1b =.
CRR Ve
Pole trojkata AED jest rowne:
3
Pyp=sb-h-sin|<EaD|=1p. % .0 __ab _
> T PN P P

Schemat oceniania I i II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania Zadania ... s s s s sss s s s b as s b e 1 pkt
e Zauwazenie, ze trojkaty AED (lub AEB) i BAD sa podobne i zapisanie odpowiedniej

|4E| |4B| . |DE| |4D|

= u =
|4D| |BD| |4D| |BD|

proporcji np.:

albo
o N |4E|-|DE]| | AE|-|AD|-sin|<EAD)|
e zapisanie pola trojkata AED; P=———— lub P= 5 :
Rozwigzanie, w KtOrym jest istofny POSIEP...cueiriecrrecrrnecsarcsnnsssnssrncesansssnssssnsssnsessnssansssansssasens 2 pkt
: : . b* b
Obliczenie dtugosci odcinka DE: |DE| =———= lub 4E: ‘AE| :% lub
Na' +b’ va' +b’
sin|EAD| :%.
Va +b°
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........coeeeecescnniniernrensnsssscssecsssssscssnesesssessaenes 3 pkt
e Obliczenie dlugosci obu odcinkow DE: ‘DE‘ :L i AE: |AE‘ :L
va' +b’ a*+b’
lub
. . , . . ab D b
e obliczenie dtugosci odcinka AE: |AE‘ = 5111|«;CEAD| = .
va +b° a +b-

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. blgdy rachunkowe) .....cccvccsesecrenseniesseniecsninnssnsessussessassenineans 4 pkt
ROZWIQZANIE PEINE ..uueerieeirieccieee ittt reesesssesesssssasssssssasesssssssasessssaassssssansansssananses 5 pkt

Obliczenie pola trojkata AED: P,,,, =———.
(@)

111 sposob rozwiazania
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Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DAB otrzymujemy ¢ =va” +b* . Trojkat AED jest
podobny do trojkata BAD, a ten jest podobny do tréjkata BEA, wige trojkat BEA jest podobny

do trojkata AED. Skala tego podobienstwa jest rowna % . Stosunek pol tych trojkatow jest

2

. Py, ay a
rowny =24 =| —| Stad P.., =|—| -P,.,,.
y PAED [b ] a:d o (b) .

-

Poniewaz P, :%ab =Py, + P, Wige %ab = (%) Pin+ Py,
1

—ab
Stad P = 2 =

ET 1 2(.{;‘,2 +b3) ‘

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP .ccceeeveeercreesnininininnssesstnccsiessnsssssssnsssnsssnssssnsssassnes 2 pkt
Zauwazenie, ze trojkaty AED i BEA sa podobne i zapisanie stosunku ich p6l w zaleznosci od

skali ich podobienstwa: Lops _ (%} .
AED

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ... 3 pkt

Wyznaczenie pola tréjkata ABD i zapisanie go jako sumy pol trojkatoéw BEA i AED.

Uwaga
Rozwiazanie mozemy zakwalifikowa¢ do tej kategorii tylko pod warunkiem, ze skala
podobienstwa trojkatow BEA i AED zostala zapisana w zalezno$ci od a i b.

Rozwiazanie zadania prawie do KONCA ......iniincnnminiiniininninicsisissssssssssssssssssssssssssasssns 4 pkt

2
., . . 1 a
Zapisanie rownania z niewiadoma P, : Eab = 3 *Pp+ P

ROZWIQZAaNie PEINEe ..uiciviniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinisinsessnssssssssssssssssssssssssssssasssssassssnsssssnsssssnsssssnsssnns 5 pkt

Obliczenie pola trojkata AED: P,;,, = 5
e
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Zadanie 10. (0-5)

Uzycie i tworzenie strategii Znalezienie zwiazkow miarowych w ostrostupie (IV.9.b)

Rozwigzanie
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BAS, obliczamy dlugos¢ boku AB:

| 48] :\/1183 -(8v210) =22.
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CAS, obliczamy dlugos¢ boku AC:

|4c| :\/1312 —(8\/%)2 ~61.

Stad wynika, ze |BC|: 61, poniewaz nie istnieje trojkat o dlugosciach bokow 22, 22, 61

(nierownos¢ trojkata).

Trojkat ABC jest rownoramienny, wowczas wysokos$¢ s opuszczona na bok 4B jest rowna:
h=~61"-11" =60.

Obliczamy pole P trojkata ABC: P = % 2260 =660
Obliczamy objgtoé¢ ¥ ostrostupa ABCS: V :%-P-|AS| :%-660 -84/210 =1760+/210 .

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

VALY BV /21 1) AN w1 pkt
Obliczenie dtugosci boku AB: |AB| =22 albo obliczenie dtugosci boku AC: |AC| =61.
Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep....... ...3 pkt

Obliczenie dlugosci boku A4B: ‘AB|:22 i dtugosci boku AC: ‘ACl =61 oraz zauwazenie,
ze dtugos¢ boku BC jest rowna 61.

Uwaga

Jesli zdajacy obliczy |AB| oraz ‘AC| 1 nie zapisze (zauwazy), ZeIBC‘ =61, to przyznajemy
2 punkty.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..., 4 pkt
Obliczenie pola podstawy ostrostupa: P =660 .

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. blgdy rachunkowe) ........ccncnccenincsssncscsnesnnsennes 4 pkt
ROZWIQZANIe PEINE ..ucnieiciiiciiiiiiicctteccttnccttecsrseccssescssessssesssssssssnassssaassssaassssasssssnens 5 pkt

Obliczenie objgtosci ostrostupa: ¥ =1760+/210 .

Uwaga
Jesli zdajacy nie zauwazy, zZe trojkat o bokach 22, 22, 61 nie istnieje i obliczy dwie ,,mozliwe”
objgtosci ostrostupow, to otrzymuje 4 punkty.

Zadanie 11. (0-3)

Rozumowanie i argumentacja | Wykorzystanie wtasnosci prawdopodobienstwa do
obliczania prawdopodobienstw zdarzen (V.10.c.d)

I sposob rozwiazania.
Zdarzenia AN B' oraz A' " B saroztaczne.

Stad i z faktu, ze P((4NB')U(A4'NB))<1 wynika, Ze
12 P((ANB)u(4'NB))=P(ANB')+P(A' NB),czyli P(4'nB)<0,3.

Uwaga
Zdajacy moze rozwigzac¢ zadanie za pomoca diagramu Venna.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w kKtorym jest iSt0fny POSIEP ceccvevrernrnnnsinnsnininininnsssnnsnisssnsssnssssasssaesssnessns 1 pkt
Zdajacy zauwazy, ze zdarzenia 4 N B" oraz A'N B sa rozfaczne.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania .......eeeecenceniinnecnennensssesiseniscssnesensennens 2 pkt
Zdajacy zapisze, ze 12 P((ANB')U(A4'nB))=P(ANB')+P(4'NB).

ROZWIQZANIE PEINE .ucneeiciiiiiiiciicctteccteccttecsrsec e csseesssssssanssssaassssnassssnassrsnsssssnens 3 pkt

Zdajacy przeprowadzi pelny dowod.

Uwaga
Jezeli zdajacy przeprowadzi pelny dowod, ale nie zapisze, Ze podane zdarzenia sa rozlaczne,
to otrzymuje 2 punkty.

II sposob rozwiazania.

Wiemy, ze (AN B')c B',stad P(AnB')<P(B'),czyli P(AnB')<1-P(B).

Zatem P(B) <0,3.

Wiemy, ze (A' M B) — B, stad mamy P(A' M B) < P(B) , czyli P(A'r‘\ B) <0,3, co konczy

dowaod.
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Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania Zadania .....eeecceeeneeeeneneninnee ...l pkt

Zapisanie, ze (AN B') < B'. Zdajacy nie musi tego wyraznie napisaé, o ile wynika

to z dalszych rozwazan.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...... w2 pkt
Zapisanie, ze (A'NB)c B oraz, ze P(B)<0,3. Zdajacy nie musi tego wyraznie napisac,

o ile wynika to z pozostatych zapisow.
Rozwigzanie pelne ......covieeerencirenninnnsnncinnnnns w3 pkt
Zapisanie wniosku: P(A4'nB)<0,3.




