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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formula
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rozszerzony

Klucz punktowania zadan zamknigtych

Nr
zad.

Odp. | D|B|C|CJ]A

Schemat oceniania zadania 6. i zadan otwartych

Zadanie 6. (0-2)
Wyznacz najwigksza liczbg catkowita spetniajaca nieréwnosé |x‘<|x—1{}25|. W ponizsze

kratki wpisz — kolejno — cyfre setek, cyfre dziesiatek i cyfre jednosci otrzymanego wyniku.

Odpowiedz
Szukang liczba jest 512.

Schemat oceniania
2.dajacy OIrZYMUJE ...cceeerererereeernersneessnessessseessnesssssssnessssesnssssssssnens 2 pkt
gdy zapisze cyfry: 5,1, 2.

Zadanie 7. (0-2)

Prosta o rownaniu y:%x—% jest styczna od okregu o $rodku S =(1.—4). Wyznacz

promien tego okregu.

Rozwiazanie

Zapisujemy rownanie prostej w postaci ogélnej: —3x+4y + % =0 . Obliczamy dhugos¢

—3>-l+4-(—4)+g
7| 11

NEWE 35

promienia okregu: r =

Odpowiedz

Promien okreg ma dlugos¢ r = %
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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formuta
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rezszerzony
Schemat oceniania
2dajacy OLrZYMUJE ...eeeeeeierureisessanersuesssnsssnessasessnessnnsssnessasenns 1p.
. . . . . 122 ,
gdy zapisze rownanie prostej w postaci: —3x +4y + T =0 oraz wykorzysta wzor na
—3-1+4«(—4)+g
odleglos¢ punktu od prostej i zapisze r = i na tym poprzestanie lub
3 +4°
dalej popelni btedy.
2dajacy OtrZYMUJE ...eeeeeeeierereisesracersuessnrsssnessnsessnessnssssnessasenns 2 p.
gdy obliczy promien okregu r = %
Zadanie 8. (0-3)
Niech a =log,, 2. Wykaz, ze log, 64 = T4
—a
I sposdb rozwiazania
Zmieniamy podstawe logarytmu i wykonujemy kolejno przeksztatcenia
4]
log, 64 = log,, 64 = log,, 2 - 6log,, 2 = ba . To konczy dowad.
log,, 6 12} log,12-log,2 1l-a
2 logp i 2 2
2
Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania ..........vevnennienniinnininnen 1p.
Zdajacy zapisze, ze
log,, 6

i na tym zakoficzy lub dalej popelni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ......cocevieiiiniiiiininiiiiiiieiiniiiiiien e, 2p.
Zdajacy zapisze, ze

log,, 2°

log,, ( 12)
2
i na tym zakonczy lub dalej popehu blf;dy
Rozwigzanie pelne...... . e s s s s s s s s s snes sssseses 3 P
Zdajacy przeprowadzi pehle rozumowanie,

log, 64 =

11 sposob rozwiazania
Zauwazamy kolejno, ze

6a 6log, 2 _log,, 64
1-a log,12-log,2 log,6

A to konczy dowod.
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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formula
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rozszerzony
Schemat oceniania I1 sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiazania zadania .........eeviiiiinninniinninnnennn, 1p.
Zdajacy zapisze, ze
6a log,, 2°
l1—-a logP 12-log,,2
i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania..... ....coooveiniiiiiiiiiiiiiiii 2p.
Zdajacy zapisze, ze
6a log, 64

l-a log,,6

i na tym zakonczy lub dale;j popehli bledy.
Rozwigzanie pelne............... PR X ¢ B
Zdajacy przeprowadzi pchlc rozumowanie.

11 sposob rozwiazania
Rownos¢ a =log,, 2 jest rtownowazna rownosci 12 =2 . Podzielimy t¢ rownos¢ stronami
przez dodatnig liczbe 2°. Otrzymujemy réwnosé
12°
2

Poniewaz obie strony rownosci sa dodatnie, wigc ta rownos¢ jest rownowazna rownosci
ba

6% =64' , a zatem 6 =64 .

=— azatem 6“=2""“.
2“

Ostatnia rOwnosc< oznacza, ze log, 64 = 4 To konczy dowod.
—a

Schemat oceniania 111 sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania ........eeeeviennninnnnennnninnnninan 1p.

Zdajacy zapisze, ze
124 2
2{! 2(!
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.... .ccccovveveiiiiiiiiiiiiiieiiciiiininienn, 2p.
Zdajacy zapisze, ze

6(‘1« = 64I—n
i na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie pelne................. PR, 1 | B
Zdajacy przeprowadzi pchlc rozumowanie.
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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formuta
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rezszerzony

Zadanie 9. (0-3)

W tréjkacie ABC kat wewnetrzny przy wierzchotku A ma miare 50°, a kat wewnetrzny przy
wierzcholku C ma miare 60°. Okrag o, przechodzi przez punkt A i przecina boki AB i AC

trojkata odpowiednio w punktach D i E. Okrag o, przechodzi przez punkt B, przecina okrag
o, wpunkcie D oraz w punkcie F lezacym wewnatrz trojkata ABC. Ponadto okrag o,
przecina bok BC trojkata w punkcie G.

Udowodnij, ze na czworokacie CEFG mozna opisa¢ okrag.
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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formula
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rozszerzony
Rozwiazanie
Trzeci kat trojkata ABC ma miare: |4ABC|=180°—(50°+60°) =70°.
Potaczmy punkt F z punktami D, E'i G.
Czworokaty ADFE i BDFG sa wpisane odpowiednio w okregi O, i O,, wigc
|«DFE|=180°—-50°=130° oraz |%DFG|=180°—70°=110°. Zatem
|<CEFG| =360°—(130°+110°) =120°.
Stad |<}:EF G| + ‘<):E CG| =120°+60° =180°, zatem na czworokacie CEFG mozna opisac
okrag, co konczy dowod.
Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ......cccceervencnresnncsnncenne 1p.
Obliczenie miary kata DFE: [sDFE|=130° albo miary kata DFG: |«DFG|=110°.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ceevrevvnnieinniennns 2p.
Obliczenie miary kata EFG: |<):EFG‘ =120°.
Rozwigzanie pelne ....cieicniinnninsneniensunsnsnnninneniemenmnmsisnes 3p.

Pelne uzasadnienie, ze na czworokacie CEFG mozna opisac okrag.
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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formuta
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rezszerzony

Zadanie 10. (04)
Rozwiaz rownanie (4:-;in2 x— l)* sinx=cos’ x—3sin’ x,dla xe (—;1',0) .

Rozwiazanie

Korzystamy ze wzoru sin” x-+cos” x =1 i zapisujemy réwnanie

(ﬁlsin2 x— l)' sinx=cos” x—3sin” x w postaci rownowaznej (4:-;in2 x— l)«sinx =1-4sin’ x.
Przeksztalcamy to réwnanie i zapisujemy je w postaci iloczynowe;j:

(4sin® x—1)-sinx—1+4sin’ x=0,

(4sin’ x—1)-(sinx+1)=0,

(2sinx—1)-(2sinx+1)-(sinx+1)=0.

. | B . :
Warunek sinx = > jest sprzeczny z zaloZeniem xe (—:’Z‘,O) , bo wtedy sinx <0.

Zatem warunki sinx = —% 1 xe (—rr, (}) wyznaczajg rozwiazanie x = —% lubx = —%ﬁ- ,
. : . : . s

a warunki sinx=-1 i xe (—}T,O) wyznaczajg rozwigzanie x = 5
Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze
trudnosci ZAdaANiA..... i ssasenns 1 pkt
Zapisanie rOwnania z niewiadomag sin x: (4:~;in2 xX— l) -sin x=1-4sin’ x.
Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny postep ......cccceevnricennes 2 pkt

L, . . . 1 . 1 .
Zapisanie rownania w postaci alternatywy: sin x = ) lub sin x = 3 lub sinx=-1
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ccocceennnnnee 3 pkt
Rozwigzanie jednego z trzech rownan w przedziale (—?1',0)
Rozwigzanie pelne ... 4 pkt

Podanie wszystkich rozwiazaf nalezacych do przedziatu (—?1',0) :
x:—E lub x:—s—ﬁ, lub x:—E.

6 6 2
Uwagi

1. Jezeli zdajacy nie odrzuci warunku sinx:%oraz wyznaczy z pozostalych

warunkow poprawne rozwigzania rOwnania, to otrzymuje 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy poda ogodlne rozwigzania rownania bez uwzglednienia przedziatu
(—?1',0) , to otrzymuje 3 punkty.
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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formula
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rozszerzony

Zadanie 11. (0—4)

W trojkat prostokatny o przyprostokatnych dhugosci 15 i 20 wpisano okrag. Oblicz dtugosé
odcinka taczacego wierzchotek kata prostego tego trojkata z punktem wspolnym okregu
i przeciwprostokatne;j.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

A

C

Obliczamy, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, dlugos$¢ przeciwprostokatnej AB: ‘AB| =25

i kosinus kata <xCAB: cos<«<CAB :% :

Obliczamy promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny:
. |AC|+|BC|-|AB| 15+20-25
= > = 5 =

5.

Z twierdzenia o odcinkach stycznych wyznaczamy dtugo$é odcinka AD: |AD| =10.
Obliczamy |CD| stosujac twierdzenie kosinusow dla trojkata ACD:
|CD[" =|AC|" +|AD|" —2|AC||AD|cos «CAD =225 +100—2-15- 10% =145.

Stad|CD| =145 .

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania Zadania....... e eeveeveeneceeeeeceee e 1 pkt
Zdajacy obliczy dtugos¢ przeciwprostokatne;j i kosinusa kata ostrego trojkata:

|AB| =125, cos«:):CAB:%

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep 2 pkt
Zdajacy obliczy dtugo$¢ promienia okregu wpisanego w trojkat: r=35.
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Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rezszerzony

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........iiecninninnninicnnecnnineieeesninns 3 pkt

Obliczenie dlugosci odcinka AD: ‘AD| =10.

Rozwigzanie pelne .....iicnenienrcnnnnininncnniencnacnmninens 4 pkt

Wyznaczenie dlugosci odcinka CD: |CD| =145 .

Uwaga

Jezeli zdajacy zaktada, ze odcinek CD jest prostopadly do przeciwprostokatnej AB i z tego
korzysta, to za cale zadanie moze otrzymac nie wigcej niz 1 punkt.

Zadanie 12. (0-4)

Dany jest tréjkat ABC , w ktorym |BC| =a . Z wierzchotka B poprowadzono srodkowa BD do
boku AC. Punkt § jest srodkiem odcinka BD. Przez punkty A i S poprowadzono prosta, ktora

. . : . 2
przecigta bok BC w punkcie P . Wykaz, ze dlugos¢ odcinka CP jest rowna ;a .

Rozwiazanie
Rysujemy trojkat ABC , zaznaczamy punkty D, S, P irysujemy odcinek SM rownolegty do

AC 1taki, ze M € BC .

C
D M
P
S
A B
B BM
Tréjkaty BSM i BDC sa podobne, zatem % 2% Z%, stad |BM| :|CM| :%a
1 1
i IMS|=—|DC=—|A
ms| =2 = Lacy
" : |PM| |PC| \MP|  |PM|+|CM|
Tréjkaty PSM i PAC sa podobne, zatem = . Sta =
|Ms| |AC| |MS]| |AC]|

1
i -

1 1
- .czyli 4|MP|=|MP|+—a.Stad [MP|==a .
i lAC] |AC| 2 6

Szukany odcinek ma wigc dlugosé: ‘CP| = ‘MC| + |MP| = %a +%a = %a , co nalezato wykazac.
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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formula
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rozszerzony
Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZANIA ceverrerereenreienieisneisesssnerneessnesssessssesnesssssssnsssasenssssssssnnens 1p.
| o . . _|BS| |BM| 1
Zdajacy zauwazy, ze trojkaty BSM i BDC sa podobne i zapisze proporcje —— ="—— =—
|DB| |BC| 2
i na tym poprzestanie lub dalej popelni btedy.
Rozwigzanie, w ktorym jest istofny postep ......cceervessnrssancsnnenns 2p.

Zdajacy obliczy dlugos¢ odcinka CM oraz wyznaczy dtugos¢ odcinka MS w zaleznosci od

dlugosci odcinka AC : |CM| :%a,

MSl = %‘Dq = i‘AC‘ 1 na tym poprzestanie lub dalej
popelni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........ceeineesensanssanns 3p.

Zdajacy obliczy dtugos¢ odcinka MP: |MP‘ = %a i

Rozwigzanie pelne .......cceivnnininninnsinsssninisenmssmsmsmsisas 4p.

2
Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowania, tzn. wyznaczy dtugosc odcinka: |CP| = ga :

Zadanie 13. (0-5)

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych parzystych, w ktorych zapisie
wystepuja co najwyzej dwie dwojki.

Rozwiazanie

W zapisie liczby maja by¢ co najwyzej dwie dwojki, tzn. zero dwojek lub jedna dwojka, lub
dwie dwojki.

1. Obliczamy, ile jest liczb 5-cyfrowych parzystych, w ktorych zapisie nie ma dwojki: na
pierwszym miejscu wystepuje dowolna sposrod 8 cyfr (bez zera i dwojki), na drugim jedna

z 9 cyfr (bez dwojki), na trzecim jedna z 9 cyfr (bez dwojki), na czwartym jedna z 9 cyfr (bez
dwojki) i na pigtym miejscu jedna z cyfr nalezacych do zbioru {0,4,6,8}. Zatem liczb
parzystych pieciocyfrowych bez dwojki jest: 8-9-9-9.4 =23328.

2. Obliczamy, ile jest liczb 5-cyfrowych parzystych, w ktorych zapisie jest doktadnie jedna
dwajka:

a) dwojka wystepuje na pierwszym miejscu, na drugim dowolna z 9 cyfr (bez dwojki), na
trzecim dowolna z 9 cyfr (bez dwojki), na czwartym dowolna z 9 cyfr (bez dwdjki), na pigtym
dowolna z cyfr nalezacych do zbioru {0,4,6,8}. Zatem liczb parzystych pigciocyfrowych

z dwojka na pierwszym miejscu jest: 9-9-9-4 =2916.
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b) dwojka wystepuje na drugim miejscu, na pierwszym dowolna z 8 cyfr (bez dwojki i zera),
na trzecim dowolna z 9 cyfr (bez dwdjki), na czwartym dowolna z 9 cyfr (bez dwojki), na
piatym dowolna z cyfr nalezacych do zbioru {0,4,6,8}. Zatem liczb parzystych
pieciocyfrowych z dwojka na drugim miejscu jest: 8-9-9.4 =2592.

¢) dwojka wystepuje na trzecim miejscu, na pierwszym dowolna z 8 cyfr (bez dwojki i zera),
na drugim dowolna z 9 cyfr (bez dwojki), na czwartym dowolna z 9 cyfr (bez dwdjki), na

piatym dowolna z cyfr nalezacych do zbioru {0,4,6,8}. Zatem liczb parzystych
pieciocyfrowych z dwojka na trzecim miejscu jest: 8-9-9-4 =2592.

d) dwdjka wystepuje na czwartym miejscu, na pierwszym dowolna z 8 cyfr (bez dwojki
i zera), na drugim dowolna z 9 cyfr (bez dwdjki), na trzecim dowolna z 9 cyfr (bez dwojki),

na pigtym dowolna z cyfr nalezacych do zbioru {0,4,6,8}. Zatem liczb parzystych
pieciocyfrowych z dwojka na czwartym miejscu jest: 8-9-9-4 =2592 .

e) dwojka na piatym miejscu, na pierwszym dowolna z 8 cyfr (bez dwojki i zera), na drugim
dowolna z 9 cyfr (bez dwojki), na trzecim dowolna z 9 cyfr (bez dwojki), na czwartym
dowolna z 9 cyfr (bez dwojki). Zatem liczb parzystych pieciocyfrowych z dwodjka na pigtym
miejscu jest: 8-9-9-9=5832.

Stad wszystkich liczb pigciocyfrowych z jedng dwojka jest:
2916+ 2592 + 2592 + 2592 + 5832 =16524.

3. Obliczamy, ile jest liczb 5-cyfrowych parzystych, w ktérych zapisie sg doktadnie dwie
dwojki:

a) jedna dwojka wystepuje na pierwszym miejscu, druga na drugim, trzecim lub czwartym,
zatem kazda z pozostatych srodkowych dwoch cyfr wybieramy sposrod 9 cyfr (bez dwojki)
i piata cyfre sposrod z cyfr nalezacych do zbioru {{},4,6,8} . Tych liczb jest wigc:
3-9-9-4=972,

b) jedna dwojka wystepuje na pierwszym miejscu, a druga dwodjka na piatym miejscu, zatem
kazda z pozostatych srodkowych trzech cyfr wybieramy sposrod 9 cyfr (bez dwojki). Tych
liczb jest wigc: 9-9-9=729.

¢) jedna dwojka wystepuje na drugim miejscu, a druga dwoéjka na trzecim lub czwartym
miejscu, zatem pierwsza cyfre wybieramy sposrod 8 (bez dwojki i zera) pozostatg srodkowa
sposrod 9 cyfr (bez dwojki) i piata cyfre sposrod z cyfr nalezacych do zbioru {{},4,6,8}. Tych
liczb jest wigc: 2-8-9-4 =576.

d) jedna dwojka wystepuje na drugim miejscu, a druga dwojka na pigtym miejscu, zatem
pierwszg cyfre wybieramy sposrod 8 (bez dwojki i zera), pozostate dwie srodkowe cyfry
sposrod 9 (bez dwojki). Tych liczb jest wigec: 8:9-9 =648.

e) jedna dwojka wystepuje na trzecim miejscu, a druga dwojka na czwartym miejscu, zatem
pierwszg cyfre wybieramy sposrod 8 (bez dwojki i zera), drugg sposrod 9 i pigta cyfre sposrod
z cyfr nalezacych do zbioru {(},4,6,8} Tych liczb jest wigc: 8-9-4 =288.
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f) jedna dwojka wystepuje na trzecim lub na czwartym miejscu, a druga dwojka na pigtym
miejscu, zatem pierwsza cyfre wybieramy sposrod 8 (bez dwojki i zera), druga sposrod 9 (bez
dwojki) i trzecig lub czwartg cyfre sposrod 9 (bez dwojki). Tych liczb jest wiec:
2:8:9-9=1296.

Stad wszystkich liczb pigciocyfrowych z dwiema dwojkami jest
972 +729+ 576 + 648 + 288 +1296 = 4509

Zatem wszystkich liczb pieciocyfrowych parzystych, w ktorych zapisie wystepuja co
najwyzej dwie dwajki jest: 23328 +16524 + 4509 =44361.

Odpowiedz: Jest 44361 liczb parzystych, w ktorych zapisie wystepuja co najwyzej dwie
dwojki.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA coveireinieinicninsnissnsnsssnssssesnessnessnsssssssssssssnesssessessnsssnssnssss 1p.
Zapisanie, ze szukamy liczb, w ktorych zapisie wystepuje zero, jedna lub dwie dwojki

i obliczenie, ile jest liczb pieciocyfrowych parzystych bez dwojki: 8-9-9-9-4 =23328.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ......cecveervensnrssancsnncenns 3p.
Obliczenie, ile jest liczb pigciocyfrowych parzystych , w ktorych zapisie jest doktadnie jedna
dwajka: 2916 +2592 +2592 + 2692 + 5832 = 16524 .

Uwaga
Zdajacy otrzymuje 2 punkty, gdy pominie jeden przypadek.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......cueensiennninniessnens 4p.
Obliczenie, ile jest liczb pigciocyfrowych parzystych , w ktorych zapisie sg
dwie dwojki: 972 +729 + 576 + 648 + 288 +1296 = 4509 .

Uwaga
Zdajacy otrzymuje 3 punkty, gdy pominie jeden przypadek.

Rozwigzanie pelne ......iiinnneinnninninnnnnnnnnininansinniamse, Sp.
Obliczenie, ile jest wszystkich liczb, w ktérych zapisie wyst¢puja co najwyzej
dwie dwojki: 23328 + 16524 + 4509 =44361.
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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formula
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom rezszerzony

Zadanie 14. (0-5)
Podstawa ostrostupa ABCDS jest trapez ABCD. Przekatna AC tego trapezu ma dhugos¢ 83,
jest prostopadla do ramienia BC i tworzy z dluzszg podstawa AB tego trapezu kat o mierze

30°. Kazda krawedz boczna tego ostrostupa ma te sama dlugo$é 4+/5. Oblicz odleglosé
spodka wysokosci tego ostrostupa od jego krawedzi bocznej SD.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Krawedzie boczne ostrostupa sa tej samej dlugosci, zatem spodek wysokosci ostrostupa jest
srodkiem okregu opisanego na podstawie ostrostupa i trapez ABCD jest trapezem
rownoramiennym, gdzie |AD|=|BC|. Przekatna d trapezu bedacego podstawg ostrostupa jest
prostopadta do ramienia |BC|. Stad $rodek O okregu opisanego na podstawie jest srodkiem
dtuzszej podstawy AB trapezu. Zatem Sciana boczna ABS jest prostopadia do ptaszczyzny
podstawy.

Z trojkata ABC mamy |BC|:|AD|:8.

Dalej wyznaczamy |<IODA‘:6{)° i ‘AO|:‘OD

rownobocznym o boku dtugosci 8.

, czyli trojkat AOD jest trojkatem

Z tréjkata SOD lub AOS mamy H> +8 :(4J§)'. Stad H =4.

Z trojkata SOD otrzymujemy: ‘0K|:¥. Krawedzie boczne ostrostupa sg tej samej

dtugosci, zatem spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie
ostrostupa i trapez ABCD jest trapezem roéwnoramiennym, gdzie |AD|=|BC|. Przekatna d
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trapezu bedacego podstawa ostrostupa jest prostopadta do ramienia |BC|. Stad srodek O
okregu opisanego na podstawie jest Srodkiem dluzszej podstawy AB trapezu. Zatem $ciana
boczna ABS jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy.

Z tréjkata ABC mamy |BC|=|AD|=38.

Dalej mamy |«<ODA|=60° i |AO|=|0D|, czyli tréjkat AOD jest tréjkatem rownobocznym o
boku dtugosci 8.

Z tréjkata SOD lub AOS mamy H> +8 :(4J§)'. Stad H =4.

8J§_

Z wojkata SOD otrzymujemy: |OK|= =

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania zadania ........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 1 pkt
Zauwazenie, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem krawedzi AB podstawy i $ciana

boczna ABS jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istofny postep ....ccevvvviiiiiiiniciiiiniiniiiiiiiiiiiiicieienn 2 pkt

Wyznaczenie dlugosci ramienia trapezu: |BC | = |AD| =8.

Pokonanie zasadniczych trudnoS$ci zadania........c.cocevvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 3 pkt

Obliczenie wysokosci ostrostupa: H =4 i poprawnie zinterpretowanie odleglosci spodka
wysokosci od krawedzi bocznej SD.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ........ccccoiiiiiiiiiiininiiiiiiiniiiininae 4 pkt

Obliczenie dlugosci odcinka OK z bledami rachunkowymi.

Rozwigzanie pelne ......ccovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 5 pkt

85

Obliczenie dtugosci odcinka OK: |0K| = ra
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Zadanie 15. (0-6)
Sy . . m +m—6 , s
Funkcja f jest okreslona wzorem f (x) = 75{ —(m —2)x+m —5 dla kazdej liczby
m —_—

rzeczywistej x. Wyznacz catkowite wartosci parametru m, dla ktorych funkcja f przyjmuje
warto$¢ najwieksza i ma dwa rézne miejsca zerowe o jednakowych znakach.

Rozwiazanie

Zatozenie m #5.

Gdy me}—é =0, czyli (m+3)(m-2)=0,awiecdla m=-3 lub m=2 funkcja jest
m J—

liniowa i nie spetnia warunkéw zadania. Zatem m=5, m=-3 i m#2.

Woéwezas funkceja f jest kwadratowa oraz:

o e m +m—6
e przyjmuje wartos¢ najwicksza, gdy — <0,
m —
¢ ma dwa rozne dwa rozne miejsca zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy A> 0,
¢ ma dwa miejsca zerowe o jednakowych znakach, gdy dodatkowo x, -x, > 0.

. . ., m +m—>6 : .
Rozwigzujemy nierownos¢ —— < 0, otrzymujac kolejno

m-=>5
im0
m->5
(m+3)(m—2) <0,
m-—>5

(m+3)(m—-2)(m-5)<0.
Zatem me (—0,-3)U(2,5).
Rozwigzujemy nierownos$¢ A > 0, otrzymujac kolejno

(~(m=2)) =48 (n-5) 0,

( ) (m3+m—6)>(],
—2) —4-(m+3)(m-2)>0,
( 2)((m—2)—4(m+3))>0,
(m—2)(m-2-4m—-12)>0,
(m—2)(-3m—14)>0.

Zatem —% <m<?2,.

Rozwigzujemy nieréwnos¢ x,-x,>0. Mozemy wykorzystaé wzoér Viéte’a na iloczyn
pierwiastkow trojmianu kwadratowego i wtedy nierowno$¢ ma postaé

-5
;n =>0.
m +m-—6
m-—5

Rozwiazujemy te nierdownosé, otrzymujac kolejno
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(m=5)

m’ +m—6
(m—5) (m—2)(m+3)>0,
me(—0,-3)u(2,5)u(5,+x).

4

Otrzymalismy zatem me(—o0,-3)U(2,5) i m e(—%ﬁ) i me(—o0,-3)U(2,5)u(5,+x).

Stad me (—%,—3]. Jedyna licza calkowitg z tego przedziatu jest m=—4.
Schemat oceniania
Rozwiazanie zadania sklada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap polega zapisaniu warunku, przy ktorym funkcja fjest kwadratowa i ma dwa
rozne pierwiastki, a nastepnie rozwigzaniu nieréwnosci

(~(m-2)) -4

Za poprawne rozwigzanie nierownosci A > zdajacy otrzymuje 1 punkt.

mm=6 . S0 M4 e
3

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za t¢ czg¢s¢ otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na zapisaniu warunku, przy ktorym funkcja kwadratowa f przyjmuje

e m +m—6
warto$¢ najwiekszg; ———— <0
m->5
. . . m-—>5
oraz ma dwa rézne miejsca zerowe o jednakowych znakach: — >0.
m +m—6
m-—>5
Za te czes¢ rozwigzania zdajacy moze otrzymac 4 punkty.
Podzial punktow za drugi etap rozwigzania:
+m—6
- Za rozwigzanie nierownosci % <0: me (—oo —3) U (2, S) zdajacy otrzymuje
m —
2 punkty.
- Zarozwiazanie nierownosci x, -x, > 0 zdajacy otrzymuje 2 punkty.
Przy czym w tej czesci:
m—>5

1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie wyrazenia X, -x, W postaci —————,
i m +m-—6
m—>5
2
(m-5)
———>0:
m +m—06
me(—o0,-3)U(2,5)U(5,+0)

2 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie nierownosci
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Trzeci etap polega na wyznaczeniu czeSci wspdlnej rozwigzan nierownosci z etapu
pierwszego i drugiego oraz podaniu liczby calkowitej spetiajacej warunki zadania: m =—4 .

Za t¢ czes$¢ rozwigzania zdajacy moze otrzymac 1 punkt.

Uwaga

Za ostatni etap 1 punkt przyznajemy jedynie wowczas, gdy zdajacy poprawnie wykona
etap I, rozwigze nierownosc i popelnia btedy w rozwigzaniu nierownosci z etapu II albo gdy
popelnia btedy w etapie I i dobrze rozwigze co najmniej jedng nierownosc¢ z etapu I i poda
wszystkie calkowite warto$ci parametru m, dla ktérych sa spetnione warunki zadania.

Zadanie 16. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie stozki, w ktorych suma dhugosci tworzacej i promienia podstawy jest
rowna 2. Wyznacz wysoko$¢ tego sposrod rozpatrywanych stozkow, ktorego objetos¢ jest
najwicksza. Oblicz te objetos¢.

Przvkladowe rozwiazanie (I sposéb)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Z warunkow zadania wynika, ze [ +r=2,skad [ =2—r.

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AOS otrzymujemy |AS‘ = ‘AOF +|OS|2 , czyli
I=r’+h.

Stad h=I" —r* . Ale | =2—r, wiec

h=y(2-r) =1 =a—dr+r - =Ja—ar =2J1-r .

Objetos¢ stozka jest wigc rowna
| B | B 2, 2
V==—rnrh=—ar 2Jl-r==nr"-\l-r :—;'r.JJ""°l 1-r).
3 3 3 3 ( )

Objetosc jest zatem funkcjg zmiennej r i jest okreslona wzorem
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V(r) zéﬁ.,}r“(l—r) zéﬁ\}r4 —r .

Z warunkow geometrycznych zadania wynika, ze 0<r <1, a wigc dziedzing funkcji V jest
przedziat (0,1).

Rozwazmy funkeje f(r)=r"—r okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej r.
Pochodna funkeji f jest rowna
f'(r)=4r =5 =1’ (4-5r).

Miejscami zerowymi pochodnejsg r=0 lub r = g

4 4
Pochodna funkcji jest ujemna dla r e (—oo, (}) U(E, +oo), a dodatnia dla re [(}, E]
Zatem w przedziale (0,%) funkcja V jest rosngca, a w przedziale (%,l) malejaca. W punkcie

r= s osigga maksimum lokalne, ktore jest jednoczesnie najwigksza jej wartoscig. Wartos¢ ta

4) 2 (4Y 4\ 2 161 3248
Vi=l==r|=| J|l-=|==rn—y|=-=——7
5) 3" 5 5) 37 25\5 375

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

jest rowna

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

a) Pierwszy etap (3 punkty) sktada si¢ z trzech czesci:
e zapisanie wysokosci stozka jako funkcji zmiennej r: h =4 —4r,

. - - . . P . . . 2 2
¢ zapisanie objetosci stozka jako funkcji jednej zmiennej: V (r)= gﬁ'r‘ I-r
e okreslenie dziedziny funkcji: 0 <r <1.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z cze$ci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czes¢ etapu zostala zrealizowana bezbtednie.

Uwaga
Jesli zdajacy popehi btad przy wyznaczaniu dziedziny albo pominie wyznaczenie dziedziny,

ale funkcja objetosci zostanie zapisana prawidlowo, to otrzymuje za t¢ cze$¢ 2 punkty i moze
otrzymac punkty, ktére odpowiadajg kolejnym etapom rozwigzania zadania.

b) Drugi etap (3 punkty) sktada si¢ z trzech czgsci:
e wyznaczenie pochodnej funkeji f (r) =r'—r: f’(r) =47 —5r

e obliczenie miejsc zerowych pochodnej: » =0 lub r :%
e uzasadnienie (np. badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja V posiada wartos¢
najwickszg dla r = %

Za poprawne rozwigzanie kazdej z cze$ci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czesé etapu zostala zrealizowana bezbtednie.
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¢) Trzeci etap (1 punkt) — koncowe obliczenia.

4 [4}_%

Obliczenie objetosci stozkadla r=—: V 375 .

5

Uwaga
Punkty za realizacje danego etapu przyznajemy tylko wowczas, gdy zdajacy rozwigzat
poprawnie poprzedni etap zadania.

Przvkladowe rozwiazanie (II sposaob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Z warunkow zadania wynika, ze [ +r=2,skad [ =2—r.

Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AOS otrzymujemy |AS‘ :‘AOF +|OS ’ czyli

IP=r’+h*.

Stad r* =1 —h*. Ale [ =2—r, wiec
P :(2—1"")2 —h*,
rP=4—4r+r —h*,
dr=4-1n’,
r:l—lhz.
4
Objetos¢ stozka jest wigc rowna
V:lfrrzh:l;r l—lh2 'h:lﬁ l—lh:+ih4 'h:l;r h—lh}+ih5 .
3 3 4 3 2 16 3 2 16

Objetos¢ jest zatem funkcja zmiennej £ i jest okreslona wzorem

v (h) :E-(h—iff +ih5).
3 2 16
Z warunkow geometrycznych zadania wynika, ze 0 </ <2, a wige dziedzing funkcji V jest

przedziat (0,2).
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Rozwazmy funkcje f(h)=h —% m + % I’ okreslong dla kazdej liczby rzeczywistej h.
Pochodna funkgeji f jest rowna
3 5

"(hY=1-=h*+—h".
f'(n) Sh 42

2J_ 2J_

Miejscami zerowymi pochodnejsg h=—-2 lub h=——— lub h=——1ub h=2.

Pochodna funkcji jest uyjemna dla h e [—2 ——J_J [ J_ J a dodatnia dla

25 2{}

he (-, -2)u [—— — +00).

5

Zatem w przedziale (0,%5> funkcja V jest rosngca, a w przedziale <55,2) malejgca.

W punkcie h= 25—5 osigga maksimum lokalne, ktore jest jednoczesnie najwigksza jej

wartoscia. Wartosc ta jest rowna

(R

5[ o) 3

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

a) Pierwszy etap (3 punkty) sktada si¢ z trzech czesci:
e zapisanie promienia podstawy stozka jako funkcji zmiennej i: r =1 —%hz ;

e zapisanie objetosci stozka jako funkcji jednej zmienne;j:
1 |
v (h) :E-(h——f’f +—h°}
3 2 16

o okreslenie dziedziny funkcji: 0 <h<2.
Za poprawne rozwiazanie kazdej z cze¢sci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czes¢ etapu zostala zrealizowana bezblednie.
Uwaga
Jesli zdajacy popetni btad przy wyznaczaniu dziedziny albo pominie wyznaczenie dziedziny,
ale funkcja objetosci zostanie zapisana prawidlowo, to otrzymuje za te cze$¢ 2 punkty i moze
otrzymac punkty, ktére odpowiadajg kolejnym etapom rozwigzania zadania.

b) Drugi etap (3 punkty) sktada si¢ z trzech czesci:
e wyznaczenie pochodnej funkcji f(h) =h —%Ff +%

5 r 3 2 S 4
h - h)=1-—h"+—h
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25 25

e obliczenie miejsc zerowych pochodnej: h=-2 lub h= —TS lub h = TS lub

h=2.
e uzasadnienie (np. badanie monotonicznosci funkcji), ze funkcja V posiada wartosé

25

najwieksza dla h = =
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile

poprzednia cze$é etapu zostala zrealizowana bezbtednie.

¢) Trzeci etap (1 punkt) — koncowe obliczenia.

25 v[2‘/§J—32‘/§x
5 |5 ) '

Obliczenie objetosci stozka dla i =

375

Uwaga
Punkty za realizacje danego etapu przyznajemy tylko wowczas, gdy zdajacy rozwiazat
poprawnie poprzedni etap zadania.



