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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki

zadania.

Zadanie 1. (0-1)

Poprawna
Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe
odp. (1 p.)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje

I1. Wykorzystanie pojecie wartosci bezwzglednej i jej interpretacje
i interpretowanie geometryczng, zaznacza na osi liczbowej zbiory D
reprezentacii. opisane za pomocg rownan i nierdwnosci typu:

|x—a|=b, |x—a|>b, x—a|<b (R1.1).
Zadanie 2. (0-1)

II. Wykorzystanie 3. Rownania i nierownosci. Zdajacy rozwigzuje
1 interpretowanie rownania 1 nieroOwnosci z wartoscig A
reprezentaciji. bezwzgledng (R3.9).

Zadanie 3. (0-1)

II. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa
i interpretowanie wzorow skroconego mnozenia na (a i.‘b)3 oraz C
reprezentacji. @ b (R2.1)

Zadanie 4. (0-1)

. Wykorzystamc. 6. Trygonometria. Zdajacy rozwiazuje rownania
HIBIEIPICIWERLS 1 nieréwnosci trygonometryczne (R6.6) &
reprezentacii. 8 o

Zadanie 5. (0-1)

II. Wykorzystanie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjafiskiej.

1 interpretowanie Zdajacy oblicza odleglos¢ punktu od proste;j B

reprezentacji.

(R8.4).
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Zadanie 6. (0-2)

11’ +6n+5 2n° +2n+1
6n’ +1 5n° —4
jednosci i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

. W ponizsze kratki wpisz kolejno cyfre

Oblicz granice 11111[

n—ye

_ 5. Ciagi. Zdajacy oblicza granice ciggow, korzystajac z granic
II. Wykorzystanie

., 1 1 : , : :
i interpretowanie ciggow typu —, — oraz z twierdzen o dziataniach na
reprezentacji. fh &

granicach ciggow (R5.2),

Odpowiedz

Zadanie 7. (0-2)

6
Liczby (1) i 3 sg miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f. Oblicz J{ ((12)) .
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy interpretuje wspotczynnikow
i interpretowanie wystepujacych we wzorze funkcji kwadratowej w postaci
reprezentaciji. kanonicznej, w postaci ogolnej i w postaci iloczynowe;j (4.10).
Rozwigzanie (I sposéb)
Zapisujemy trojmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j
f(x)=a(x+1)(x-3), gdzie a 0.
Stad za$ wynika, ze
f6) _a73_ 7
f(12) a-13.9 39°
Schemat oceniania
Z/daJACY Ot ZYMUJC.uuueererrreiracianiansiesisnssissanssassassssesasssasssssssssanssasesasssassassssssasssssssasssassasssnsans 1p.

gdy wykorzysta posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej i zapisze f(6)=a-7-3 lub
f£(12)=a-13-9 i na tym zakonczy lub dalej popetni bigdy.

Zidajacy OtrZYMUJE...uccueesienerniceriinisisissasssnsessssssssasssssnsessssssassasassasesssassnasasassassssnssnsssnnss 2 p.

gdy obliczy wartosé
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Rozwiazanie (II sposob)

| &

Z wzorow Vieéte’a otrzymujemy b =2 oraz —=-3, Stad b=-2a oraz c=-3a. Wzor
a

i~

funkcji f'mozemy zapisa¢ w postaci f(x)=ax’—2ax—3a. Obliczamy wartosci funkcji dla
argumentow 61 12
f(6)=36a—-12a—3a=2la oraz f(12)=144a—-24a-3a=117a.

Zatemmz 2la 7

f£(12) 117a 39"

Schemat oceniania

ZAaJACY OFZYIMUJE cecuerenierueensennisiiareaisssisnsissisneesnessssassssesssesnsssnessasssssssssasesnsssassasssssssesnsss 1p.

gdy wykorzysta wzory Viéte’a i zapisze f(6)=36a—12a—3a lub f(12)=144a-24a-3a
i na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.
ZAAJACY OFZYMUJE ceeuerernieueensessisiisnesaisaesaneissesnscsnessssasssssssesasssnessasssssssssasesnsssassasssssssesnsas 2 p.

gdy obliczy warto$¢ T =—.

Zadanie 8. (0-3)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierowno$¢

xt=x*=2x+3>0.

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy dodaje, odejmuje, mnozy
V. Rozumowanie i dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w fatwych

i argumentacija przyktadach) skraca wyrazenia wymierne; uzywa wzory
skréconego mnozeniana (a+b) , a*—b*. (R2.6,2.1).

Rozwiazanie (I sposob)
Przeksztalémy nierownos¢ rownowaznie w nastepujacy sposob
xt=2xt 1+ =2x+1+1>0,
(x*=1)" +(x=1) +1>0.

Lewa strona tej nieréwnoS$ci jest sumg trzech sktadnikéow, z ktorych dwa pierwsze sa
nieujemne, a trzeci dodatni, wigc suma ta jest dodatnia dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

ZAAJACY OrZYINUJE eeevurerurernsesnsssrssnsssnasasssassanssanssnsssnsssnssassssssasesasssassssssssssnssasesnsssnsssassnsssnssssss 1p.

gdy zapisze nier6wnos¢ w postaci, z ktorej lewga strone latwo mozna zapisa¢ w postaci sumy
sktadnikow nieujemnych: x* —2x* +1+x>—2x+1+1>0.

Z/daJACY OLFZYIMUJE uueererenrerenresinniiianiiisniiissteisssneesssnsesssssessnssssssassssnassssnasssssasssssasasssasassneses 2p.

gdy zapisze nierdwno$¢ w postaci: (x2 — 1) +(x-1) +1>0 i nie uzasadni prawdziwosci tej
nierdéwnosci.
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ZiAdajacy OtrZYMUJE..uuieicnsinnsaininiiinisinssaissnesiansssnssssssssnssssnsssnssssssssnssssnsssnssssnsssassssnsssnsssansss 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Rozwiazanie (II sposob)
Przeksztat¢my nier6wnos¢ rownowaznie w nastepujacy sposob
x*—x>-2x+2+1>0,
xz(xz—l)—Z(x—l}Jrl >0,
x*(x=1)(x+1)=2(x=1)+1>0,
(x—l)(xz(x+1)—2)+1>0,
(Jﬁ:—l)(x3 +x* —2)+1 >0,
(Jc—l)(x3 —x? +2x° —2)+1 >0,
(x—l)(xz(x—1)+2(xz—1))+1> 0
(x—l)(xz(x—1)+2(x—1)(x+1))+1> 0,
(x—l)2 (Jc2 +2(x+1})+1 >0,
(x=1) (¥ +2x+1+1)+1>0,
(x=1) ((x+1)"+1)+1>0.
Poniewaz (Jc—l)2 >0 oraz (x+1)2+1>0 dla kazdej liczby rzeczywistej x, wigc iloczyn
(x— 1}2 ((x+ 1)2 + 1) jest nieujemny. Stad wynika, ze lewa strona nieréwnosci jest dodatnia
dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

ZAaJacy Ot ZYMUJE..uueeiueeeieeciasiaiiisiineiaisaesasisssssesnssssssssssssssnssasesnsssasssasssssssssssasasssassanssnsans 1p.

gdy zapisze nierdwno$¢ w postaci: x’ (Jc2 —1) -2(x-1)+1>0.

Zidajacy OtrZYMUJE...ccciueeeieneiniceiiinisisnesasssnsessssssssasssssasessssssssasassasessssssnasasassasessnssnsssnnnss 2 p.

gdy zapisze nierowno$¢é w postaci: (x— 1) (J«:2 +2x+ 2)+1 >0 i nie uzasadni prawdziwosci
tej nierownosci.

Zidajacy OtrZYIMUJE..uuieicuesinessaissnniisnrsianssaissnsesnssssnsssssssnsessssssnssasssssnsessssssnssannsssnssssnsssasssnnsss 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Rozwiazanie (III sposob)

Rozwazmy wielomian f(x)=x"—x"-2x+3.

Pochodna tego wielomianu jest rtowna f'(x)=4x" —2x-2 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Poniewaz f’(1)=4-2-2=0, wicc wiclomian f” jest podzielny przez dwumian x-1.
Wykorzystujac schemat Hornera, otrzymujemy

4 0 —2 —2
1 4 4 2 0
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Zatem f'(x)=(x—1)(4x2+4x+2). Wyréznik tréjmianu kwadratowego 4x”+4x+2 jest

rowny A=4"—4-4-2<0, wspélczynnik przy x” jest dodatni, wiec 4x* +4x+2 >0 dla kazdej
liczby rzeczywistej x. Wynika stad, ze

f(x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =1,

f7(x)>0 wtedy i tylko wtedy, gdy x> 1,

f(x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x<1.

To oznacza, ze w punkcie x =1 wiclomian fosigga minimum lokalne, ktére jest jednoczesnie
jego najmniejsza wartoscig, gdyz w przedziale (—m,l) wielomian f jest funkcja malejaca,

a w przedzale (1,+oo) rosngca.
Poniewaz f(1)=1'-1"-2-143=1, wigc f(x)= f(1)=1>0, czyli x'—x*-2x+3>0 dla
kazdej liczby rzeczywistej x. To koficzy dowod.

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

ZAAJACY OLFZYIMUJE c.uuerenieniensniiniisieaisseisneissesneesnesssssassssesasesnsesnessasssssssssasesnsssasssasssssssesnsss 1p.

gdy obliczy pochodna wielomianu f'(x) =x"—x-2x+3, zapisze, ze liczba 1 jest
pierwiastkiem pochodnej: f”(x)=4x"-2x-2, f’(1)=4-2-2=0.

Z.dajacy OIFZYMUJE c.uueeeereiaerennesaesienisisnsssasssasesnsesssssassssssssasesssssasssssasssnsesssassnasasassasssnnsssnns 2 p.

gdy zapisze pochodng w postaci : f*(x)= (.75—1]1(4.7;:2 +4x+ 2)i zbada znak pochodnej, ale nie
przeprowadzi rozumowania do konica lub przeprowadzi je z bledem.

Z/dajacy OtrZYIMUJE cucerrveressanssncssarsinnissansssnssansssnsssansssassssnsssnsessnssanssssasssasessnsssnssssnsssnsssansssnss 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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Zadanie 9. (0-3)
Dwusieczne czworokata ABCD wpisanego w okrag przecinaja si¢ w czterech réznych
punktach: P, O, R, § (zobacz rysunek),

Wykaz, ze na czworokacie PORS mozna opisaé okrag.

7. Planimetria. Zdajacy stosuje twierdzenia charakteryzujace
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okregu
(R7.1).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Rozwiazanie (I sposob)
Oznaczmy |«<BAP|=|«<PAD|=a oraz |«CBP|=|<4BP|=4.

Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wigc

180°-2ar _
2

|«BCR| = 90°—a oraz |« ADR|= M =90°-f3.

Zauwazmy, 7€
|«A0D|=180°—(|«DAQ|+|«4DQ|) =180° - (ar+(90°— B)) =90°— ar+
oraz
|«BSC|=180°—(|«<BCR|+|«CBP|) =180°—((90°—a)+ ) =90°+ ar— f3
Zatem
|<POR|+|«PSR|=(90°—a+ ) +(90°+a— f) =180° .
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Suma wszystkich katow czworokata jest rowna 360°, wigc suma pozostalych dwoch katow
czworokata PORS takze jest rowna 180°. To oznacza, Ze na czworokacie PORS mozna opisac
okrag, co konczy dowod.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Z.AaJACY OrZYMNUJE eeverrruierneesnssnrssnnisnesanssassanssasssnsssnesanssassssssasesasssnsssssssssasssssesnsssasssasanssssssness 1p.
gdy przyjmie oznaczenia dwoch sgsiednich katow wewnetrznych czworokata ABCD (lub

oznaczy polowy tych katow) np.: ‘{BAPI = |4:PAD| =, @:CBP‘ = ‘{ABPI = [} oraz zapisze
dwa pozostale katy wewnetrzne tego czworokata (lub ich polowy) w zaleznosci od @ 1 f:
|«BCR|=|«DCR|=90°-«, |«CDR|=|«ADR|=90°- 3.

Z/dajacy OtrZYIMUJE cecereveressanssncssarsisnissansssnsssansssnsssansssassssnsssnsessnssanssssnsssasessssssnssannsssnsssansssans 2p.
gdy wyznaczy dwa przeciwlegle katy czworokata PQORS w zaleznosci od @ i fB:
|«40D|=90°-a+ B, [«BSC|=90°+a—-f.

Z.dajACy OIFZYMUJE c.uueeeereiaeecnneiaisienisisnsssasssasesnsesssssassssssssnsesssssssasasasssnsesssasssssasasssnsssnnsssnns 3p.
gdy wykaze, ze suma dwoch przeciwleglych katow wewnetrznych czworokata PORS jest
rowna 180°.

Rozwiazanie (II sposéob)
Oznaczmy |«BAP|=|«PAD|= o oraz |« CBP|=|<4BP|= .

Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany w okrag, wigc

|«BCR|=|«DCR|= 2L =22 180" 25

=90°—« oraz [«CDR|=|«A4DR| Sk
Zauwazmy, ze
|«SPQ|=|«APB|=180°—(|«ABP|+|«BAP|) =180°— (et + )

oraz

|«SRQ|=|« CRD|=180°—(|«<DCR|+|«CDR|) =180° —((90°— &) +(90°— B)) =+ 8 .
Zatem

|« SPQ|+|«SRQ|=180°— (e + B)+a+ S =180°.

Suma wszystkich katow czworokata jest rowna 360°, wigc suma pozostalych dwoch katow

czworokata PORS takze jest rowna 180°. To oznacza, ze na czworokacie PORS mozna opisac
okrag, co konczy dowod.
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Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Zdajacy OtrZYIMUJe...uueiieeiiaciacianiiniininisaesasssssssenessasssssassssnssasesnssasssasssssssssssasassnassanssnsans 1 p.
gdy przyjmie oznaczenia dwoch sasiednich katow wewnetrznych czworokata ABCD (lub

oznaczy polowy tych katow) np.: |{BAP‘ = ‘{PAD‘ —a, {CBP| =|{ABP‘ = [ oraz zapisze
dwa pozostale katy wewngtrzne tego czworokata (lub ich polowy) w zaleznosci od ¢ i f:
|«BCR|=|«DCR|=90°- e, |« CDR| =|«ADR|=90°-f3..

Zidajacy OtrZYMUJE...ucciueeeieneiniceiiinisisnesassstneessssssssasssssasesssssssssasassasesssassnasasasasnssssnssnnssnnss 2 p.
gdy wyznaczy dwa przeciwlegle katy czworokata PQRS w zaleznoéci od a i f:
|«<SPQ|=180°~(a+ B), |[«SRO|=a+ 8.

Zidajacy OtrZYIMUJE..uureicuesinessaissnniisnrssanssanssnsesnssssnssssnsssnsessnsssnssasssssnssssssssnssasnsssnssssnsssnsssansss 3p.

gdy wykaze, ze suma dwoch przeciwlegltych katow wewnetrznych czworokata PORS jest
rowna 180°.

Rozwigzanie (III sposd6b)
Oznaczmy: |«BAP|=|«DAP|=a, |«CBP|=|«<4BP|= 3, |«DCR|=|«BCR|=7,

|«ADR|=|«CDR|=6 .

Suma katéw czworokata ABCD jest réwna
200+2+2y+26=360°.
Stad
(1) a+f+y+d6=180°.

Z bilansu katow w trojkatach ADQ 1 BCS otrzymujemy

|«<A0D|=180°—(ar+ &) oraz |«BSC|=180°~(f+7).
Suma przeciwlegtych katéw POR i PSR czworokata PORS jest wigc rowna

|<POR|+|«PSR|=180°—(ar+ 8) +180°—( B+ y) =360°— (a + B+ y+ ).
Stad i z (1) otrzymujemy
|<POR|+|<«PSR|=360°-180°=180°,

To oznacza, ze suma pozostalych dwoch katow czworokata PORS takze jest rowna 180°,
Zatem na czworokacie PORS mozna opisac okrag. To konczy dowaod.

Strona 9 z 36



Pobrano z arkusze24.pl

Rozwiazanie (IV sposob)
Oznaczmy: |«BAP|=|«DAP|=a,

|«ADR|=|«CDR|=6 .

<CBP|=|«4BP|= A,

<DCR|=|«BCR|=7,

Suma katow czworokata ABCD jest rowna
200+ 2B +2y+26=360°.
Stad
(1) o+ B+y+d=180°,

Z bilansu katow w tréjkatach ABP 1 CDR otrzymujemy

|«BPA|=180°—(a+ ) oraz |«CRD|=180°—(y+5).
Katy BPA i SPQ sa wierzchotkowe, podobnie jak katy CRD i SRQ. Zatem

|«SPQ|=180°—(er+ ) oraz |[«SRQ|=180°—(y+5).
Suma przeciwleglych katow SPQ 1 SRQ czworokata PORS jest wigc rowna

|«SPQO|+|«SRQO| =180°— (a+ B)+180°—(y+8) =360°— (e + B+ y+5).
Stad i z (1) otrzymujemy
|«SPQ|+|«SRO|=360°-180°=180°.

To oznacza, ze suma pozostalych dwoch katéw czworokata PORS takze jest rowna 180°.
Zatem na czworokacie PORS mozna opisac okrag. To konczy dowod.

Schemat oceniania III i IV sposobu rozwiazania
ZAaJACY OLFZYMUJE ccuuerenieuesaisiisiitieaisseisnsissesneesnessssassssssasesnssssssasssssssssssesnsssassasssssssesasas 1p.

gdy przyjmie oznaczenia katow wewnetrznych czworokata ABCD (lub oznaczy polowy tych katow), np.:
|«BAP|=|«<DAP|=a, |«CBP|=|«4BP|= 8, |*DCR|=|«BCR| =y, |«<ADR|=|«CDR|=§
1 zapisze:
e 7eich suma jest rbwna 360°: 2a+ 28+ 2y+ 26 = 360°
albo
e wyznaczy dwa przeciwlegle katy POR i PSR czworokata PORS w zaleznosci od
a, B.yid:|«<POR|=180°—(a+35), |«PSR|=180°—(S+7)

albo
e wyznaczy dwa przeciwlegle katy SPQ i SRQ czworokata PORS w zalezno$ci od
o, B,yid:|«SPQ|=180°—(a+ f), |[«SRQ|=180°—(y+5).
Z/daJACY OLFZYIMUJE .ueerereurerenresinnisianiiianiiissiessssneesssnsesssssessnsssssnsssssnasssssasssssssssssasasssasassssses 2p.
gdy zapisze, ze 2a+28+2y+20 = 360° oraz
e wyznaczy dwa przeciwlegle katy POR i PSR czworokata PORS w zaleznosci od
@, B.yid: |«<POR|=180°—(a+35), [«PSR|=180°—(S+7)

Strona 10 z 36



Pobrano z arkusze24.pl

albo
e wyznaczy dwa przeciwlegle katy SPQO i SRQ czworokata PORS w zaleznosci od
a, f.yid: |«SPQ|=180°—(a+B), |[«SRQ|=180°—(y+5).
Zidajacy OtrZYIMUJE...ucceeeeieeeiniceiiinisisnesasssneesssssassasssssasessssssassasassasessssssnasasassnsssnnsssnsssnnnss 3p.
gdy wykaze, ze suma dwoch przeciwleglych katow wewnetrznych czworokata PORS jest
rowna 180°.

Zadanie 10. (0-4)
Dlugo$ci bokéw czworokgta ABCD s rowne: |4B|=2, |BC|=3, |CD|=4, |D4|=5.
Na czworokacie 4ABCD opisano okrag. Oblicz dlugosé przekatnej AC tego czworokata.

7. Planimetria. Zdajacy stosuje twierdzenia charakteryzujace
czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okregu;
znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich

7 zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinus6w
(R7.1, R7.5).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Rozwigzanie (I sposéb)
Przyjmijmy oznaczenia a =|AB| =2.b =|BC| =3,c= ‘CD| =4,d= |DA| =5, x= |AC| R

o= |{ABC‘ jak na rysunku.

A
Poniewaz na czworokacie ABCD jest opisany okrag, wigc |{CDA‘ =180°-¢.
Z twierdzenia cosinusow zastosowanego do trojkata 4ABC otrzymujemy:
|ac|” =|4B|" +|BC|" -2-|4B|-|BC|-cos a,

(1) |ACl" =2 +37 ~2-2-3-cos .

Teraz ponownie zastosujemy twierdzenie cosinuséw, tym razem do tréjkata ACD :
|[AC|” =|cD[ +|DA|" -2-|cD| |DA|- cos (180°- ),

2) |AC|" =4 +5*+2-4-5-cos .

Poréwnujemy prawe strony réwnan (1)1 (2):

2743 -2.2-3-cosa=4"+5"+2-4-5-cos
13-12-cosa=41+40-cosax
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28 7
cos =——=——
52 13
Podstawiamy otrzymang wartos¢ do rownania (1) i otrzymujemy:

|AC‘2=13_12'[—%j=13+ﬁ— 169+84 _ 253

137 13 13
Stad wynika, ze dtugos¢ przekatmej AC jest rowna:

jacl= 2.
Uwaga

Uktad rownaf (1) i (2) mozemy rozwigza¢ rugujac cose . Wtedy mnozymy obie strony
rownania (1) przez 10, a obie strony rownania (2 ) przez 3 i mamy
10x*>=10-4+10-9-120-cos e oraz 3x* =3-16+3-25+120-cosx.
Dodajgc stronami otrzymane rOwnania mamy
13x* =253.

x=|4C|= /33 .

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Stad

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LV AL V) 1 PPN 1p.

Zdajacy zapisze rownanie wynikajgce z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do trojkata
ABC albo do trojkata CDA :

x*=2>+3"-2-2-3.-cosex albo x*=4>+5"-2-4-5-cos f§
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep.......cuieeneeecnicieisissssecseccsssisssssssssnsensenns 2p.

Zdajacy zapisze
e rownanie z jedng niewiadomg, np.:
2°+3%-2-2-3-cosa@=4"+5>-2-4-5-cos(180° - )
albo

e uktad rownan w postaci:
10x>=10-4+410-9-120-coser i 3x*=3-16+3-25+120-coser.
i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........ccoceeeenveccsnencnniniesinieceninsssssssssnnesans 3p.
Zdajacy

e obliczy cosinus kata ABC: cosa = _%
albo
e zapisze réwnanie z niewiadoma x, np.; 13x* =253 .

Rozwigzanie pelne......iiniiiniiieiisiissisisissaisissssissss 4p.
Zdajacy obliczy dtugos¢ przekatnej AC: |AC| =, f% .
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Rozwigzanie (II sposéb)
Przyjmijmy oznaczenia x= |AC| y= |BD‘ jak na rysunku i niech R oznacza promien okregu
opisanego na czworokacie ABCD.

D

Z twierdzenia Ptolemeusza otrzymujemy réwnanie
xy=2-4+5-3,
xy=23.
Okrag opisany na czworokacie 4ABCD jest jednoczes$nie okregiem opisanym na kazdym
z trojkatow ABC, BCD, CDA i ABD. Pole czworokagta ABCD mozemy zapisa¢ na dwa
sposoby
Piscp = Bipe + Fepy = Foep + Pypp -

: N abe : , :
Stad i ze wzoru na pole trojkata P = T otrzymujemy rownanie

2-3-x+4-5-x_2-5-y+3-4-y
4R 4R 4R 4R

»

26x=22y,
13
ST
Stad i z rownosci xy =23 otrzymujemy
13
x-—x=23,
11
13 7
— [253
x_ 13 .

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
L1V AU BV 22 1 PP 1p.

Zdajacy zapisze
e rownanie wynikajace z twierdzenia Ptolemeusza: xy=2-4+5-3

albo
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e pole czworokata ABCD na dwa sposoby i zapisze P,,.+ E,, = Py, + P, lub
2-3-x+4-5-x =2-5-y+3-4-y.
4R 4R 4R 4R
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep.......cieeneeceicieisisnssecseccssscesssssssssssnssnnns 2p.

Zdajacy zapisze ukltad rownan z niewiadomymi x i y:
xy=2:4+45-3 oraz 2:3:x+4:5-x=2:5-y+3:4. y.
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnoSeci zadania........eeeeecreceeiecesceececesacee s 3p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: x -%x =23 lub %y -y =23,

Rozwigzanie pelne ... 4p.
Zdajacy obliczy dtugos¢ przekatnej AC: x = |AC| =3 /% s
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Zadanie 11. (0-4)

W pierwszej urnie umieszczono 3 kule biale i 5 kul czarnych, a w drugiej urnie 7 kul biatych
i2 kule czarne. Losujemy jedng kule z pierwszej urny, przekladamy ja do urny drugie;j
i dodatkowo doktadamy do urny drugiej jeszcze dwie kule tego samego koloru, co
wylosowana kula. Nastepnie losujemy dwie kule z urny drugiej. Oblicz prawdopodobiefistwo
zdarzenia polegajacego na tym, ze obie kule wylosowane z drugiej urny beda biate.

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
i kombinatoryka. Zdajacy korzysta z twierdzenia
o prawdopodobienstwie catkowitym (R10.3).

IV. Uzycie 1 tworzenie
strategii.

Rozwigzanie (I sposéb)

Przyjmijmy nastgpujgce oznaczenia zdarzen:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze z drugiej urny wylosujemy dwie kule biate,
B, - zdarzenie polegajace na tym, ze z pierwszej urny wylosujemy kule biala.
B, - zdarzenie polegajace na tym, ze z pierwszej urny wylosujemy kulg czarna.
Woweczas B, "B, =0 oraz B, U B, =) . Nastgpnie

p(31)=%>o otaz P(Bz)=§>0.

Zatem spetnione sa zalozenia twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym. Obliczamy
teraz prawdopodobienstwa warunkowe:

10)
(2 15
P(A|B)=7+—=— P(4|B)="+—L=
( | 1) (].2) 22 oraz ( | 2)

2
Z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym otrzymujemy
_15.3+7_5_45+35_ 80 5

P(A)=P(A|B)-P(B)+P(A|B,))-P(B)=—Z+4+—-Z= = ==,
(4)=P(418,)-P(B)+ P(4]B,)-P(B,) 228 228 822 822 11

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LV AU E: V22 1 PP 1p.
Zdajacy opisze zdarzenia 4, B i B, .

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny pOSteP ..cc.ccveeveeeceicinisinsssecstescnsssessssssssnssnsssssnssnnns 2 p.
Zdajacy
¢ obliczy prawdopodobiefistwa P(B,)= % oraz P(B,) =§

albo
. e 15 7
e obliczy prawdopodobienstwa P(4|B)=—, P(A4|B,)=—
22 22

albo
: ., 3 15
e obliczy prawdopodobienistwa P(B1)=§ oraz P(A|B))=—

22
albo
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e obliczy prawdopodobienstwa P(B,)= % oraz P(A4|B,)= %

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania........cceecrcenieniercieccensnseniennisissncsnssnsienns 3p.
3 5 15
Zdajacy obliczy prawdopodobiefistwa: P(B,)= 3’ P(B,)= e P(4|B)= 55"
P(4]8,)=—
22°
ROZWIQZANie PEINE ettt ceaeccssescssesssns s ssssssssss s s ane s sasasasanenes 4 p.

Zdajacy obliczy prawdopodobiefistwo: P(A4)= 15—1 .

Rozwiazanie (II sposob)
Przyjmijmy, ze A to zdarzenie polegajace na tym, ze z drugicj urny wylosujemy dwie kule
biate. Rysujemy drzewo z istotnymi galeziami

3 5
8 8
B Losowanie kuli z pierwszej urny
(5 N
1
5/ \;)
bb bb Losowanie dwoch kul z drugiej urny
lub

3 5
8 8

Losowanie kuli z pierwszej urny

A /\ A

¢ Losowanie drugiej kuli z drugiej urny

Prawdopodobienistwo zdarzenia A jest rowne

() 153 7 5 45+35 80 i
228 228 822  8.22 11
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lub

B M 9.5 7 B _45+35_380 _5

£ 18 1 1611 176 11

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

P(4)=

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
VYA T ¥ 2 1 P 1p.

Zdajacy narysuje drzewo ilustrujgce losowanie (na rysunku muszg wystapi¢ wszystkie istotne
galezie).

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ..cccccveerceeeceeicinisiensisecstnscnsssessssssssnsssnssssnssnnns 2 p.

Zdajacy zapisze prawdopodobiefistwa przynajmniej na wszystkich istotnych odcinkach
jednego z etapow lub na jednej z istotnych gatezi.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3p.
Zdajacy zapisze prawdopodobienstwa na wszystkich istotnych gateziach: g, 1—2 , %
(10 (7
m'a.zE A ElubE ﬂOnra.zE i]
8 127 11 8’;”] 8’;12]'
|2 |2
ROZWIgZanie Pelne ... s s sann e 4 p.
Zdajacy obliczy prawdopodobienstwo: P(4) = 15—1

Uwaga
Jezeli zdajacy rozwigze zadanie do konca i otrzyma prawdopodobienstwo ujemne lub wigksze
od 1, to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

Zadanie 12. (0-4)

Funkcja f okreslona jest wzorem f(x)=x’—-2x>+1 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznacz rownania tych stycznych do wykresu funkcji f, ktore sg rownolegle do proste;j
o rownaniu y =4x.

11, Rachunek rézniczkowy. Zdajgcy korzysta z geometryczne;]

i fizycznej interpretacji pochodnej (R11.3).

IV. Uzycie i tworzenie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjaniskiej. Zdajacy
strategii. wyznacza rownania prostej, ktora jest rownolegta lub

prostopadta do prostej danej w postaci kierunkowe;j

i przechodzi przez dany punkt (8.3).

Rozwigzanie

Aby styczne byly rownolegle do prostej o réwnaniu y =4x, ich wspétezynnik kierunkowy
musi byé réwny 4. Obliczamy pochodna funkcji £ f'(x)=3x* —4x.

Wspoétczynnik kierunkowy stycznej jest réwny wartosci pierwszej pochodnej funkcji
w punkcie stycznosci. Stad 4= f7(x,) . Wowczas

Strona 17 z 36



Pobrano z arkusze24.pl

3x, —4x,=4,
3x, —4x,—4=0,
A=64,

xoz—é lub x,=2.

Istniejg zatem dwie styczne do wykresu funkcji frownoleglte do prostej o rownaniu y = 4x
w punktach A = (—%,—%) oraz P, =(2,1). Styczne maja zatem rownania postaci
y+% =4(x+%) oraz y—1=4(x-2), czyli y+= 4x+% oraz y=4x-17.

Odp. Réwnania prostych stycznych maja postaé: y =4x +% oraz y=4x-T7.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIigZania ZAAANIA ... ettt se s s as s e er s a s e as s n s sn e nnsnanes 1p.

Zdajacy

e obliczy pochodng funkcji £ f'(x) =3x" —4x
albo
e zapisze warunek f”(x,)=4.

Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny PosteP.....cccuvreieesrnccnicinnssensssnnssniessnsssnssssnsssnsssansnnns 2p.
Zdajacy obliczy pochodng funkcji £ f'(x) =3x° —4x i zapisze warunek f'(x,)=4.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........eeeeeeieceeieccesceececesscessncsseeenanns 3p.
Zdajacy rozwigze rownanie 3x,” —4x, =4 i obliczy wspolrzgdne obu punktow stycznosci:
2 5
P=|-=,—-—|, B=(2,1
=(-2-) -

Uwaga
Jezeli zdajacy korzysta ze wzoru y = f”(x,)x+b, gdzie b= f(x,)— £ (x,)-x,» to obliczenie

wspotczynnika b traktujemy jak obliczenie drugiej wspolrzednej punktu stycznosci.
Rozwigzanie pelne......ciencininiininiininiiiieiieiesisiemsiesisismmes. 4 p.

Wyznaczenie réwnan stycznych: y = 4x +% 1y=4x-7.

Uwaga
Jezeli zdajacy wyznaczy poprawnie wspolrzedne tylko jednego punktu stycznosci
i w konsekwencji wyznaczy poprawnie rownanie jednej stycznej, to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 13. (0-5)

Dany jest trojmian kwadratowy f(x)=(m+1)x*+2(m—2)x—m+4 . Wyznacz wszystkie
wartosci parametru m, dla ktérych tréjmian f'ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,, x,,

spetniajace warunek x”—x,> =x* —x,*.

II1. Modelowanie 3. Rownania i nierdwnosci. Zdajacy stosuje wzory Viéte’a
matematyczne. (R3.1).
Rozwigzanie

Z treSci zadania wynika, ze m+1#0, czyli m# —1.
Tréjmian f ma dwa roézne pierwiastki rzeczywiste, gdy jego wyroznik jest dodatni, czyli
A=(2(m=2)) —4-(m+1)-(-m+4)>0,
8m? —28m >0,
4m(2m—-17)>0.
7
Stad m € (—=,0) u(§,+°°) :
D =(—eo, 1) U(-1,0)u (%, +m) jest zbiorem wszystkich wartoSci parametru m, dla ktérych
funkcja fjest trojmianem kwadratowym i ma dwa rézne pierwiastki.
Warunek x —x; = x;' —x; mozemy zapisaé w postaci rownowaznej
2 2 _ ( 2 zX 2 z)
x —x, =\x; +x, \x; —x, ),
(x1 _x1Xx1 +-"‘¢1X1_(-"‘:12 +x§))= 0.
Stad
x, —x,=01ub x, +x, =0 lub 1—(x12 +x§)=0.
Rownosé x, —x, =0 przeczy zalozeniu x, #x,.
Ze wzoru Viete’a na sume pierwiastkow trojmianu kwadratowego mozemy rownanie

M=O.Stqdm=2e D,

x, +x, =0 zapisa¢ w postaci 1

Rownanie 1- (xf + x.f )= 0 mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej
(x1 +J€2)2—2x1x2 =1.
Ze wzorow Viete’a otrzymujemy
2
(o) o
4(!1!'32—4m+4)+ 2m-8
(m+1)2 m+1
4m* —16m+16+(2m—8)(m+1)—(m+1)" =0,

5m*—24m+7=0.
Rozwigzaniami tego rownania sg liczby

=¥ED oraz m

1=0,

12++/109
=fe D .

m 2
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12++/109
5

Istnieje zatem jedna warto§¢ parametru m = , dla ktorej trojmian f ma dwa rozne

pierwiastki rzeczywiste spetniajace warunek x; — x> = x| —x;.

Schemat oceniania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

7

Pierwszy z nich polega na rozwigzaniu nieréwnosci A>0: me (—,0) u(7,+w) .

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze A =20, to za te cze$¢ otrzymuje 0 punktow.

. . ey . 2 2 4 4
Drugi etap polega na rozwigzaniu rownania x, — X, = Xx; —X,.

Za te czg$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 3 punkty.
Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:
1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie rownania w postaci:
X, — X, Xxl +x, Xl - (xl2 +x; )): 0 lub réwnowazne;j.

2 punkty zdajacy otrzymuje za:
e zapisanie rownosci x; —x, = 0 i stwierdzenie, Ze przeczy ona zatozeniu x, # x,
albo
—2(m=2) _ 0:
m+1

e rozwigzanie rOwnania m=2

albo

2
—2(m—2)] _2_—m+4=1'
m+1 m+1

e 7zapisanie rOwnania 1— (:k:l2 +x; )= 0 w postaci, np.: [
3 punkty zdajacy otrzymuje za:
—2(m—2)
m+1

¢ rozwigzanie rownania =0:m=2

oraz

MT_Z_—M_

e rozwigzanie rownania =1'm=—"2
[ m+1 m+1 ! ’

12+4/109
=

2

Trzeci etap polega na wyznaczeniu szukanej wartosci parametru m: m= . Za ten

12+4/109
5

etap zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprawnie wykona etapy I i II rozwigzania albo
poprawnie wykona etap I ipopelia blgdy w rozwigzaniu rownania z etapu I, albo gdy
popeinia btedy w etapie I i dobrze rozwigze rownanie z etapu I1.
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Uwagi:
1. Akceptujemy rozwigzania, w ktorych zdajacy nie zapisuje zalozenia m +1# 0, ktore
wynika ze sformulowania zadania.

2. Zdajacy nie musi rozwigzywac¢ nierownosci A >0, o ile sprawdzi czy dla m=2,

12-~/109 12+4109 . . i e o T :
m= T , M= T tréjmian ma dwa r6zne pierwiastki rzeczywiste.

. 1 . T . r . 2 2 4 4 2 2
3. Jezeli zdajacy podzieli obie strony rownania x, —x, =X, —x, przez x, —x, bez

12-+/109

stosownego zatozenia i rozwigze rownanie 1=x; +x;, otrzymujagc m=———— lub

5
m=w, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty za cale rozwigzanie, przy czym

1 punkt moze otrzymac¢ za rozwigzanie nierownosci A >0, 1 punkt za zapisanie
réwnania 1=x'+x; W postaci réwnania wymiernego z jedng niewiadomg,

2
. —2(m—2) _y. M +4 =
m+1 m+1
rownania, ktore spetnia nierownos¢ A > 0.

oraz 1 punkt za wyznaczenie tego rozwigzania

4. Jezeli zdajacy nie rozwiazywal nieréwnosci A >0, ale rozwigzal roéwnanie

2
—2(m=-2)) _ 2.7 M +4 =1 isprawdzil, dla ktorej z otrzymanych wartosci m trojmian ma
m+1 m+1

pierwiastki rzeczywiste, to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 14. (0-5)

Podstawa ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. KrawedZz boczna SD jest wysoko$cig
ostrostupa, a jej dlugosc jest dwa razy wigksza od dtugosci krawedzi podstawy. Oblicz sinus
kata migdzy Scianami bocznymi ABS i CBS tego ostrostupa.

9. Stereometria. Zdajacy stosuje trygonometri¢ do obliczen
dhugosci odcinkow, miar katow, pol powierzchni i objgtosci
(9.6).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Rozwiazanie (I sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

2a

D

Dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa jest rowna |AC| a2,
Trojkaty ADS i CDS sa przystajace (oba sg prostokatne, majg wspolng przyprostokatng DS
oraz ‘AD|=|CD|), wiec krawedzie boczne A4S i CS ostrostupa maja te¢ samg dlugosé.

54| = |SC|=\J(2a)’ +a® = a5
Trojkat ABS jest prostokatny, wigc z twierdzenia Pitagorasa
‘SB| = 1((.{1\/5)2 +a’ =av6.

Odcinek AE jest wysokoscig Sciany bocznej ABS . Jego dlugos¢ mozemy wyznaczyc
zapisujac np. pole trojkata ABS na dwa sposoby

%a-a 5 =%a\/€-|AE , stad |AE|=a\/§=|CE|.
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata AEC otrzymujemy
5 5 5
2 ==a’+=a’-2-=a’cos.
6 6

6
246

Stad cosa=—%. Zatem sinO!:T.

Z twierdzenia Pitagorasa
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Rozwigzanie (II sposéb)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

2a

D
Dlugosé przekatnej podstawy ostrostupa jest rowna ‘AC ‘ = ‘BD| =a2.
Trojkaty ADS i CDS sa przystajace (oba sa prostokatne, majg wspolng przyprostokatng DS
oraz |AD|=|CD
Z twierdzenia Pitagorasa

), wiec krawedzie boczne A4S i CS ostrostupa maja t¢ samg diugosc.

|54)=|SC| = /(2a)’ +@> = a5 .

Trojkat BDS jest prostokatny, wiec z twierdzenia Pitagorasa
|SB| = ‘/(2.:1)2 +(|:1r\¢5)Z = a6 .

Odcinek AE jest wysokoscia Sciany bocznej ABS . Jego dlugos¢ mozemy wyznaczyc
zapisujac np. pole trojkata ABS na dwa sposoby

%a-a«/_=%a\/g-|AE|, stad |4E|= a\/gz ICE]|.

Z twierdzenia cosinusow dla tréjkata AEC otrzymujemy

5 5 5
28 ==a"+=a*-2-Zd’coscx.

Stad cosa =—% . Zatem sinazé.

Rozwiazanie (III sposob)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa jest rowna ‘AC ‘ = ‘BD| =a2.

Trojkaty ADS i CDS sa przystajace (oba sg prostokatne, majag wspolng przyprostokatng DS
oraz |4D|=|CD
Z twierdzenia Pitagorasa

), wiec krawedzie boczne AS i CS ostrostupa maja t¢ samg dlugosc.

|54)=|SC|=/(2a)’ + @ = a¥5 .

Trojkat BDS jest prostokatny, wiec z twierdzenia Pitagorasa
|SB| = ‘/(2&!)2 +(a\/§)2 =av6.
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Odcinek AE jest wysokoscig $ciany bocznej ABS . Jego dlugo$¢ mozemy wyznaczyé
zapisujgc np. pole trojkata ABS na dwa sposoby

%a-a 5 —lan_i-|AE|, stad |AE|=a‘/§=|CE|.

"2
ay2
. 5 3
Slﬂ——%z E
46

Zatem cosinus.

ccns£=‘/1—sinZg =\/1—§= = )
2 2 5 5

. . o 3 2 2\/3
sinag=2sin—-cos—=2-,/— . |—= .
2 2 5 V5

Rozwiazanie (IV sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku,

2a

D
Dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa jest rowna |AC | = |BD| =a2.

Trojkaty ADS i CDS sa przystajace (oba sg prostokatne, majag wspolng przyprostokatng DS
oraz |AD‘ = |CD ), wigc krawedzie boczne A4S i CS ostrostupa maja t¢ sama dhugosc.
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Z twierdzenia Pitagorasa

|54)=|SC| = \(2a)’ +&* = a5 .

Trojkat BDS jest prostokgtny, wiec z twierdzenia Pitagorasa
2
|SB| = ‘/(2.&1)2 +(a\/§) =a6.
Odcinek AE jest wysokoscig Sciany bocznej ABS . Jego dlugo$¢ mozemy wyznaczyc

zapisujac np. pole trojkata ABS na dwa sposoby

LN =1a\/€-|AE|,stqd \AE|=QF=|CE|.
2 2 6

Odcinek OE jest wysokoscia trojkata AEC, wigc |OE| = a? :
Pole trojkata AEC mozemy zapisaé na dwa sposoby
%|AE‘ :|CE|-siner = %|AC| |oE]|,

1[5 5 1 V3
—a,|=a,|—=siha=—-a\2-a— .
R R L R

czyli

Stad

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LV VAL 122 1 PP 1p.

Zdajacy
e wyznaczy dtugosci krawedzi bocznych S4, SCi SB ostrostupa ABCDS:
|SA| = ‘SC| =a5, |SB‘ = a+/6 ina tym poprzestanie lub dalej popelnienie blgdow.
e zaznaczy poprawnie kat miedzy §cianami ABS i CBS.
Rozwigzanie, w kKtorym jest iStotny POSEEP ..cccccveerceeenemicinisiennisesstnscnssiensssssssassnsnsssnssnnens 2 p.

Zdajacy
e wyznaczy dtugosc odcinka AE : |AE| = |CE| = a\/g

albo
- " o |40,

e zapisze jedng z funkcji trygonometrycznych potowy kata « : np. sm; = m
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........ccveicreccensniceniinierciecsnsssssessnsnnsacssenens 3p.
Zdajacy

e zapisze roéwnanie wynikajgcego z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata AEC:

5 5 5
2a°==a’+=a’-2-=a’ cosa
6 6 6
albo
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. . . 3
e obliczy sinus potowy kata « : Sm% =4

albo

e obliczy wysokos¢ OF trojkata ACE: |OE|= % .

Rozwigzanie prawie Pelne ...t 4 p.

Zdajacy

e obliczy cosinus kata AEC: cosa =—%

albo
1 1 3
e zapisze rOwnanie, z ktorego mozna obliczy¢ sin« : Ea\/% : a\/% sing = Ea\/f . %
Rozwigzanie pelne......iencniniiiniininiineisissesiesinssiesaiesismsmssss. 5p.

26

Wyznaczenie sinusa kata AEC : sina = e

Uwaga
Jezeli zdajacy blednie interpretuje kat migdzy S$cianami bocznymi ABS i BCS, to moze
otrzymac co najwyzej 1 punkt za wyznaczenie dlugosci krawedzi bocznych.
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Zadanie 15. (0-6)
Suma wszystkich czterech wspotczynnikow wielomianu W (x)=x"+ax> +bx+c jest

rowna 0, Trzy pierwiastki tego wielomianu tworza cigg arytmetyczny o roznicy rownej 3.
Oblicz wspotczynniki a, b i ¢. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume

n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (5.3).

13. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy korzysta z wtasnosci
iloczynu przy rozwigzywaniu rownan typu x(x+1)(x—7)=0

(3.7).

IV. Uzycie 1 tworzenie
strategii.

Rozwigzanie (I sposob)
Suma wspotezynnikow wielomianu J#(x) = x* + ax” +bx+c jest rowna l+a+b+c=0 )
Niech p oznacza najmniejszy pierwiastek wielomianu W. Poniewaz pierwiastki wielomianu
tworza cigg arytmetyczny o réznicy 3, wicc pozostale dwa pierwiastki s3 réwne p+3 oraz
p+6.
a)  Wielomian moZzemy wiec zapisa¢ w postaci iloczynowej
W(x)=(x-p)x-p-3)x-p-6).
Stad
W(x)= (J«:2 —px—3x—px+p2+3p)(x—p—6) ,
W(x)=x —px*—6x*—px* + p>’x+6px+p*x—p’ —6p*+3px-3p*-18p,
W(x)=x"+(-3p-9)x’+(3p* +18p+18)x+(—p’ -9p’ -18p).
Porownujemy wspotczynniki wielomianu, otrzymujac uktad rownan:
a=-3p-9
b=3p’+18p+18
c=-p'-9p°—18p
b) Mozemy zapisa¢ uklad rownan
p+ap’+bp+c=0
(p+ 3)3 +a(p+3)2 +b(p+3)+c=0.
(p+6) +a(p+6) +b(p+6)+c=0
Stad po przeksztatceniach, otrzymujemy uktad rownan:
a=-3p-9
b=3p’+18p+18
c=-p'—-9p°—18p

X, +Xx,+x, =—a
¢) Korzystajagc ze wzorow Victe’a {x,-x,+x,-x,+x,-x,=b , mozemy zapisa¢ uklad
X, Xyt X, =—C

réwnan, otrzymujac kolejno
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p+p+3+p+b=—a
p-(p+3)+p-(p+6)+(p+3)-(p+6)=>b
p-(p+3)(p+6)=—c

a=-3p-9
b=3p>+18p+18
c=—p'-9p*-18p

Stad i zréownosci 1+ a+b+c =0, otrzymujemy
(-3p—9)+(3p* +18p+18)+(—p* —9p* -18p) +1=0,

P +6p*+3p-10=0.

Liczba 1 jest pierwiastkiem tego réwnania, wigc z twierdzenia Bézouta wynika, Ze wielomian
p’+6p>+3p—10 jest podzielny przez dwumian p—1.
Wykonujemy dzielenie, stosujac np. schemat Hornera.

1 6 3 —10
1 1 7 10 0

Réwnanie mozemy wigce zapisa¢ w postaci (p —1)(;}2 +7p+ 10) =0.

Pozostale rozwigzania rownania p’ +6p>+3p—10=0 to pierwiastki trojmianu
kwadratowego p>+7p+10, czyli liczby p=-5,p=-2.

Gdy p=1, towtedy a=-12, b=39, ¢c=-28.

Gdy p=-5,towtedy a =6, b=3, c=-10.

Gdy p=-2,towtedy a=-3, b=-6, c=8.

a=-12 a=-3 a=6
Odpowiedz: Wspolczynniki @, b, ¢ sa réwne: <b=39 lub <h=—6 lub <b=3
c=-28 c=8 c=-10

Rozwiazanie (II sposob)
Z réwnosci 1+ a+b+c=0 otrzymujemy c=-1—-a—b. Wielomian # mozemy zapisac
W postaci
W(x)=x+a’+bx—-1-a-b,
W(x)=x'—1+ax* —a+bx—b,
W(x)= (J«:—l)()«:2 +J«:+1)+.§:{(J«:2 —1)+b(x—l) ,
W(x)= (J«:—l)()«:2 +(a+1)x+a +b+l) i
Stad wynika, ze liczba x =1 jest pierwiastkiem wielomianu W.
Dalszg czes$¢ rozwigzania mozemy przeprowadzié¢ na dwa sposoby
a) Pierwiastki tego wielomianu tworza cigg arytmetyczny o roznicy réwnej 3, wiec
mamy trzy takie ciggi (1,4,7), (—2,1,4) : (—5, =2, 1) . Wielomian mozemy wowczas zapisac
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w postaci iloczynowej, odpowiednio:
W(x) = (x—l)(x—4)(x—7) i W(x) = (x+2)(x—1)(x—4) R W(x) = (x+5)(x+2)(x—1).
Po doprowadzeniu do postaci uporzagdkowanej mamy
W(x)=x'—12x"+39x-28, W(x)=x"-3x>—6x+8, W(x)=x"+6x+3x-10.
Wyznaczamy odpowiednio wspotczynniki wielomianu W:
(a=-12,5=39, c=-28)lub(a=-3, b=—6, c=8)1lub (a=6, b=3, c=-10).
b) Niech x,i x, oznaczaja pierwiastki trojmianu T(x)=x"+(a+1)x+a+b+1. Mozemy
zatozy¢, ze x, < x, . Pierwiastki wielomianu W tworza ciag arytmetyczny, wigc z wlasnosci
ciggu arytmetycznego otrzymujemy np.:

(x,=4, x,=T)lub(x,=-2, x,=4)lub (x,=-5, x, =-2)
Korzystajac ze wzorow Viéte’a, otrzymujemy trzy uktady rownan

{4+7=—(a+1) - {—2+4=—(a+1) i {—5—2=—(a+1)

4-T=a+b+l1 —2-4=qa+b+1 -5 (2)=a+b+1

11=—(a+1 2=—(a+l ~7=—(a+l
(a+1) lub (a+1) lub (a+])

28=a+b+1 —LB8=a+b+1 10=a+b+1

——12 =3 =6
a4 T b w47
b=39 =—6 b=3

Obliczamy odpowiednio c=-1—a—b:

a=-12 a=-3 a=6
b=39 lub b=-6 lub b=3
C:—28 Cc = CZ—].O

Rozwigzanie (III sposéb)
Suma wspotezynnikéw wielomianu W (x) = x° +ax” +bx+c jestrowna l+a+b+c=0.
Z réwnosci 1+a+b+c =0 wynika, Ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu .

Poniewaz pierwiastki wielomianu tworzg cigg arytmetyczny o réznicy 3, to mozemy zapisac
trzy ciggi arytmetyczne, ktorych jednym z wyrazow jest liczba 1: (1,4,7), (-2,1,4),

(-5,-2,1).
Stad wielomian W mozemy wigc zapisa¢ w postaci:
W(x) = (x—l)(x—4)(x—7} lub W(x) = (x+2)(x—1)(x—4) s
lub W (x)=(x+5)(x+2)(x-1)
Po doprowadzeniu do postaci uporzagdkowanej mamy
W(x)= x —12x* +39x-28 lub W(x)= x* =3x*—6x+8, lub W(x)= X +6x"+3x-10.

Wyznaczamy wspotczynniki wielomianu W :
(a=-12,56=39,c=-28)lub(a=-3,b=-6, c=8),lub(a=6,b=3, c=-10).
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Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA cuvereieneierereseseaeseiasssessstss s ss s s s assa s assas s s s s aesaa s a s aasa s sn e s s era s s snsnaasasasasnsanasnssnanes 1p.

Zdajacy
 zapisze wielomian W w postaci iloczynowej, np.: W(x)=(x—p)(x—p-3)(x—p-6),
gdzie p jest pierwiastkiem wielomianu
albo
e zapisze uktad rownan, gdzie p jest pierwiastkiem wielomianu
p +ap’+bp+c=0
(p+3) +a(p+3) +b(p+3)+c=0
(p+6)3+a(p+6)2+b(p+6)+c=0
albo
e zapisze uktad rownan, korzystajac ze wzoréw Victe’a
p+p+3+p+6=—a
p(p+3)+p-(p+6)+(p+3)-(p+6)=b
p-(p+3}-(p+6)=—c
albo

e wyznaczy c=-1—a—b izapisze wielomian W w postaci
W(x)=x'—1+a(x*~1)+b(x-1)

Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny postep......ccuueieeeeeecnicieisissssnessnnccnssisssssssssnssnnsnns 2p.

Zdajacy zapisze
a==-3p-9
e uklad rownan: {h=3p’ +18p+18
c=—p’-9p°—18p
albo
e wielomian W w postaci iloczynu: W(x) =(J«:—1)(J«:2 +(a+1)x +a+b+1)

albo
e zapisze, ze Z rownosci 1+a+b+c =0 wynika, ze liczba 1 jest pierwiastkiem
wielomianu W

albo
e zapisze uktad czterech rownan z 4 niewiadomymi, np.

p+p+3+p+6=—a
p-(p+3)+p-(p+6)+(p+3)-(p+6)=>b
p-(p+3)(p+6)=—c

l+a+b+c=0
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Pokonanie zasadniczych trudnosci ... 4p.

Zdajacy
e wyznaczy wszystkie rozwiazania réwnania p’ +6p> +3p—-10=0:1,-2, -5

albo
e zauwazy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu i zapisze trzy ciagi
arytmetyczne o r6znicy 3, ktérych jednym z wyrazow jest liczba 1:
(1,4,7), (-2,1,4), (-5,-2,1)

albo
* zauwazy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu Wi zapisze jeden ciag
arytmetyczny o roznicy 3, w ktorym jednym z wyrazow jest liczba 1:
np.(1,4,7) lub (-2,1,4), lub(-5,-2,1) i dla tego ciggu obliczy wspétczynniki a, b, ¢

wielomianu, to otrzymuje 4 punkty.

Uwagi:

e Jezeli zdajacy wyznaczy jeden z pierwiastkow wielomianu W i wykorzystuje
informacje, ze pierwiastki wielomianu s3 kelejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego, to otrzymuje 3 punkty.

e Jezeli zdajacy zapisze rownanie z jedna niewiadoma, np. p* +6p> +3p-10=0,
to otrzymuje 3 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja lub
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .....ccceceiecseniessnsersinsnssnssesiassensnnsnnsannns 5p.

Zdajacy
e rozwiaze zadanie do konca, popelniajac bltedy rachunkowe
albo
e zapisze, ze Z rtéwnosci 1+a+b+c =0 wynika, Ze liczba 1 jest pierwiastkiem
wielomianu W , zapisze trzy ciggi arytmetyczne o roznicy 3, ktorych jednym
z wyrazow jestliczba 1: (1,4,7), (-2,1,4), (-5,-2,1) oraz zapisze, ze
W(x)=(x-1)(x—4)(x=7) lub W (x)=(x+2)(x—1)(x—4),
lub W (x)=(x+5)(x+2)(x-1).
albo
e wyznaczy wspotczynniki a, b, ¢ wielomianu tylko dla dwoch ciggow

RoOZWIgZanie Pelne ... s s s n e 6 p.

Zdajacy wyznaczy wspolczynniki wielomianu W: (a=-12, =39, ¢=-28 ) lub (a =-3,
b=—6,c=8),lub(a=6,b=3, c=-10).
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Zadanie 16. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych przekrojem osiowym jest trojkat o obwodzie 20.
Oblicz wysoko$¢ i promien podstawy tego stozka, ktorego objetosc jest najwigksza. Oblicz
objetos¢ tego stozka.

[II. Modelowanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do
matematyczne. rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych (R11.6).

Rozwiazanie (I sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku,

Objetos¢ stozka wyraza si¢ wzorem

V=l-ﬂ'r2h.
3

Przekr6j osiowy stozka jest trojkatem rownoramiennym, ktoérego obwad jest rowny 20, wige
2r+21=20,
r+1=10,
[=10-r.
Stad i z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
4+’ =0,
r=0r-n,
P =(10-r) -1,
h* =100-20r .
Zatem h = m .

Z geometrycznych warunkow zadania otrzymujemy 0 < r <5.
Zapisujemy objetos¢ stozka w zaleznosci od zmiennej r

V(r):%-f:rz -v100-20r ,

1
Wzér tej funkcji zapiszemy w postaci V (r) = 3 N100r* =207 dla 0<r<5.

Rozwazmy funkcje pomocnicza okreslong wzorem f(r)=100r"—20r° dla 0<r<5.
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Z faktu, ze funkcja g(t)= Ji jest rosnaca w (0,+oo) wynika, ze funkcje V oraz f sa rosnace
(malejace) w tych samych przedziatach oraz maja ekstrema lokalne (tego samego rodzaju) dla
tych samych argumentow.
Wyznaczamy warto$é najwicksza funkeji f'w przedziale (0,5).
Obliczamy pochodna funkcji £
S’ (r)=400r"-100r*

W przedziale (0,5) pochodna ma jedno miejsce zerowe r = 4. Ponadto

f(r)>0dla re(0,4),

f'(r)<0 dla re (4,5).
Wynika stad, ze dla x=4 funkcja / ma maksimum lokalne, ktore jest jednoczesnie
najwieksza warto$cig funkcji V, bo w przedziale (0,4) funkcja f* jest rosnaca, a przedziale
(4, 0) funkcja fjest malejaca.

Gdy r=4,t0 h=+/100-20-4 =+/20 = 245 , natomiast objetosc¢ stozka jest wowcezas rowna:

V(4)=%-7r-41-\/100—20- =327;‘/§.

3275
Odp.: Najwigksza objetos¢ rowna N2 mastozek o promieniu podstawy 4 i wysokosci 245

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap sktada si¢ z trzech cze$ci:
e oznaczenia promienia podstawy stozka, np. r i wyznaczenia wysokosci stozka

w zalezno$ci od zmiennej r: h=+/100—20r .
e zapisania objetosci V stozka jako funkcji jednej zmiennej ¥V (r) = %-ffrz -A/100-20r ,

e zapisania dziedziny funkcji ¥ (r) =%-ﬂ'r2 A100-20r : 0<r<5.

Za drugg czeS¢ tego etapu zdajacy moze otrzymaé punkt, o ile pierwsza czeS¢ wykona
bezblednie. Punkt za czeé¢ trzecia otrzymuje niezaleznie od realizacji dwoch pierwszy czesci
tego etapu.

Drugi etap sktada si¢ z trzech czesci:
e wyznaczenia wzoru pochodnej funkcji f(r)=100r"—20r°: f'(r)=400r" —100r",
e obliczenia miejsc zerowych pochodnej: =0, r, =4,
e zbadania znaku pochodnej funkcji /= /() >0 dla re (0,4), f(r)<0 dla
re (4,5)i zapisania, ze dla r =4 funkcja V" osigga najwigksza wartos¢.

Uwagi:
1. Znak pochodnej zdajacy moze zaznaczy¢ w inny sposob, np. na rysunku szkicujac krzywa
zblizong do wykresu pochodne;j.
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2. Jesli zdajacy nie wyznaczy dziedziny funkcji 7 lub okresli funkcj¢ fna zbiorze szerszym od
dziedziny funkcji ¥, to punkt za t¢ cze§¢ moze otrzymac jedynie wtedy, gdy wskazuje jako
najwigksza wartos¢ funkcji tylko to maksimum, ktore funkcja f osigga dla argumentu
z dziedziny funkcji V.

Za poprawne rozwigzanie kazdej z czeSci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czgs¢ etapu zostala zrealizowana bezbtednie.

Trzeci etap
Zapisanie, ze promien stozka o najwickszej objetosci jest rowny r=4, wysokosé

B 327035

h=~/20 =2/5 i obliczenie najwiekszej objetosci stozka V(4) =3 Za realizacje tego

etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Rozwiazanie (II sposob)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Objetos¢ stozka wyraza sie wzorem

V=l-ﬂ'r2h.
3

Przekr6j osiowy stozka jest trojkatem rownoramiennym, ktoérego obwad jest rowny 20, wige
2r+21=20,
r+1=10,
[=10—-r.
Stad i z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
=0,
rr=0r-n,
P =(10-r) -2,
h* =100-20r .
_ 1007

Zatem r = =5—ik2.
20 20

Z geometrycznych warunkéw zadania otrzymujemy 0<h <10. Zapisujemy objeto$¢ stozka
w zaleznos$ci od zmiennej A

1 1 5
V(h)=—-7:[5——h2] h,
3 20
V(k)=l-x[25—lkz+Lh“j-h=£-[25h—lh3+Lh5] dla 0<h<10.
3 2 400 3 2 400
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Zauwazamy, ze wystarczy zbadac¢ funkcje f(h)=25h —%hj jLﬁh5 okreslong w przedziale
(0,10). Funkcje V oraz f sag rosngee (malejgce) w tych samych przedziatach oraz maja
ekstrema lokalne (tego samego rodzaju) dla tych samych argumentow.
Wyznaczamy pochodng funkciji £
3 1
"(h)=25-=h>+—h".
s ( ) 2 80

Nastepnie obliczamy miejsca zerowe pochodne;j:

2
1,
— 2 -24425=0
80
_(_3V 1 _9 5_
A=(-3) -4-g-25=3-F=1
31 3+1
t =2 =20, t,=2—=100
1 2 1 2 2 1
30 30

h* =20 lub i* =100,
h=-2J5, h=2J5,h=—-10, h=10.
Jedynym miejscem zerowym pochodnej funkeji £, ktore nalezy do przedziatu (0,10)jest

h=25.

Ponadto:

f'(h)>0 gdy he (0, 2\/5),

f'(h)<0 gdy he (245,10).
Stad wynika, ze dla A= 25 funkcja fosiagga maksimum lokalne i jest to jednoczes$nie
warto$¢ najwigksza, bo w przedziale (O, 2\/§> funkcja f'jest rosnaca, a przedziale (2\/5,10)
funkcja f jest malejaca.
Gdy h= 235,10 r=5 —%(2\/5)2 =4 1 objetos¢ stozka jest wowczas rOwna:

V(2J§)=l-x-42-2f=32x‘/§.

3 3

327&/5
3

Odp.: Najwicksza objetos¢ rowna ma stozek, ktorego promien jest rowny 4,

a wysoko$c¢ 245
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Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap sktada si¢ z trzech czgsci:
e oznaczenia wysokosci stozka, np. £ 1 wyznaczenia promienia podstawy stozka

100—-4° 1
lezno$ci od zmiennej A: r = =5-—I,
w zaleznosci od zmienne; 20 50
e zapisania objetosci V stozka jako funkcji jednej zmiennej
V(h)=1-7£ 25—lhz+ih‘1 = 25171—1113+Lh5 ,
3 2 400 3 2 400

e zapisania dziedziny funkcji V(k)=§-[25k —%k3+ﬁks]: 0<h<10,

Za druga czgs¢ tego etapu zdajacy moze otrzymac punkt, o ile pierwsza cze¢$s¢ wykona
bezblednie. Punkt za czgé¢ trzecig otrzymuje niezaleznie od realizacji dwoch pierwszy czesci
tego etapu.

Drugi etap sklada si¢ z trzech czesei:
1 1

e wyznaczenia wzoru pochodnej funkcji f (k)= 25h—5h3 +mh5 :
Fi(h)=25-212 + L,
2 80

e obliczenia miejsc zerowych pochodnej: h = —2\/5 , h= Zs/g , h=-10, h=10,
e zbadania znaku pochodnej funkcji £: f'(h)>0 dla he (o, 245 ) 1 (h)<0 dla

he (2\/§,10]i zapisania, ze dla h= 25 funkcja V osiaga najwicksza warto$é.

Uwagi:

1. Znak pochodnej zdajacy moze zaznaczy¢ w inny sposob, np. na rysunku szkicujac krzywa
zblizong do wykresu pochodne;.

2. Jesli zdajgcy nie wyznaczy dziedziny funkcji V' lub okresli funkcje /* na zbiorze szerszym
od dziedziny funkcji 7, to punkt za t¢ czes¢ moze otrzymac jedynie wtedy, gdy wskazuje
jako najwigksza warto§¢ funkcji tylko to maksimum, ktore funkcja f'osiagga dla argumentu
z dziedziny funkcji V, przy czym konieczne jest uzasadnienie, ze jest to najwigksza wartosc¢
funkcji ¥ lub ze funkcja ¥ nie przyjmuje wartosci dla liczb wickszych od 10.

Za poprawne rozwiazanie kazdej z cze$ci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czgs¢ etapu zostala zrealizowana bezbtednie.

Trzeci etap
Zapisanie, ze promien stozka o najwigkszej objetosci jest rowny r =4, wysokos¢

_ 327045

h=+/20 = 245 i obliczenie najwickszej objetosci stozka ¥ (4) . Za realizacje tego

etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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