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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki
zadania.

Zadanie 1. (0-3)
Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej x r6znej od 1 oraz dla kazdej dodatnie;]
liczby rzeczywistej y roznej od 1 prawdziwa jest rownos¢

log, (xy)-log, [3’ J: log, (xv)- log, [f)

X

V. Rozumowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje wzor na logarytm
i argumentacja. potegi i wzoru na zamiang podstawy logarytmu (R1.b).

I sposob rozwiazania
Korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu i logarytm ilorazu mozemy zapisa¢ lewg strong
rownosci w postaci

log, (xy)-log, [f) = (log, x+log, y)-(log, y—log, x)=(1+log, y)-(1-log, x) =

=1+log, y—log, x—log x-log, y.
Korzystajac ze wzoru na zamiang podstaw logarytmu otrzymujemy dale;j
log,
l1+log,  yv—log, x—log, x- £ =1+log, y—log, x—1=log,  y—log, x.
- b J ]_Og" X - b - J
W ten sam sposob przeksztalcamy prawa strong rownosci

log, (xy)-log, [zj =(log, x+log, y)-(log, y—log, x) =(log, x+1)-(log, y—1) =
_ . : ; :
log, y
=log, x-log, y—log x+log,  y—1=log x-————log, x+log, y—1=
: : : og, x ]

=1-log, x+log, y—-1=log, y—log x.

Zatem rownosc¢ log, (xy) ‘log, [l] =log, (ch) -log, [l] jest prawdziwa.
\x : x

I1 sposéb rozwiazania

Jesli xy=1 lub L= 1, to obie strony rownosci sg rowne 0 i teza jest prawdziwa. Przypusémy
X
wiec, ze xy#1 1 L2l Wtedy mozemy réwnos$é przeksztatci¢ do postaci réwnowazne;j
X

log (xy) log, (xy)

w2
X X

Z twierdzenia o zamianie podstaw logarytmu otrzymujemy
10g_r (xy) — 1 ( }_ 1Ogy (xy)

og,(xy)= .
w) )
X TLX
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IIT sposob rozwiazania

Zauwazmy, ze dla dowolnych dodatnich liczb a i b mamy

log, a . log.b log,a . log. b

log,x log,y log,x 1
| | log, x

log, a-log, b= =log, a-log b,

skad w szczegolnosci wynika tezadla a=xy i b= z
x

Schemat oceniania
Zdajacy Ot ZYMUJe..uuueiieieiiacinciniiniiieuiisessssisseascsnsssassssssssssssasesnsssasasassssssasnsasassasssnsssnaes 1 p.
gdy

e zapisze lewg strong w postaci (1+log_ y)- (1 —log, x)

albo

e sprawdzi, Ze teza jest prawdziwa dla xy =1 lub Y-
x

ina tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Zdajacy OtrZYMUJE...uieecuieiinriiiniiiiniiiinieiianeeisseeesssasessnsssssnassssnassssnassssnassssnasasssassssnassssnassnns 2 p.
e gody powola si¢ na wzor na zamiane podstaw logarytmu i zapisze wyrazenie
l+log, y—log, x—1

albo

log . (xy) _ log, (xy)

log, [2) log, [Zj
X \ x

¢ gdy przy odpowiednich zatozeniach zapisze posta¢ rownowazng

i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.
Uwagi
1. Jesli zdajacy stwierdzi prawdziwos¢ tezy dla xy =1 lub Y=1i zapisze postac ilorazowa
X
réwnosci bez zapisania zalozen, ze xy #1 1 £ # 1, to rowniez otrzymuje 2 punkty.
x

2. Jesli zdajacy nie rozpatrzy przypadku xy=1 lub Y =11 obie strony rownosci z tresci
x

zadania podzieli przez odpowiednio: log, (xy)-log,(yx) lub log, [X]-logx [ZJ
x

X
1 przeksztalei otrzymang réwnos¢ do postaci tozsamosci: log,, [zj =log,, [zj lub
x X
log , (xy) =log, (xy), to tez otrzymuje 2 punkty.
x X
Z/Adajacy OtrZYMUJE..uuieicuesiennsuisiniiinisinssaissnesiansisnssssnsssnssssnsssnssssssssassssnsssnssssssssnssssnsssnssssnss 3p.

gdy przeprowadzi pelny dowod.
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Zadanie 2. (0-5)
Dany jest wielomian W (x)=x’—3mx*+ (3m2 — 1).75—9m2 +20m+4. Wykres tego
wielomianu, po przesunigciu o wektor U= [-3,0], przechodzi przez poczatek ukladu

wspotrzednych. Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu W.

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy stosuje twierdzenia
o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspoélczynnikach
catkowitych (R2.c).

III. Modelowanie
matematyczne.

I sposob rozwiazania
Zauwazmy, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba 3. Zatem W (3) =0, czyli
3 —3m-3% +(3m> —1)-3-9m> +20m+4 =0,
27-27m+9m*> =3 -9m> +20m+4 =0,
—-Tm+28=0,
m=4,
Wielomian mozemy zapisaé w postaci W(x)=x"—12x"+47x—60. Jednym z jego
pierwiastkow jest liczba 3, wigc wielomian W jest podzielny przez dwumian x —3,
Wykonajmy to dzielenie wykorzystujgc schemat Hornera.
| 1 | -12 |47 | —60
3 |1 | -9 |20 |0

Zatem W (x)= (.75—3)(.752 —9x+20).

Pozostale pierwiastki wielomianu W to pierwiastki trojmianu x* —9x + 20, ktoére mozemy
wyznaczy¢ rozkladajac ten trojmian na czynniki liniowe
x'—9x+20=x"—4x-5x+20=x(x-4)-5(x—4)=(x—4)(x-5)

Stad wynika, wielomian ¥ ma trzy pierwiastki: x, =3, x,=4, x,=5.

Uwaga

Wielomian ¥ mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu dwoch wielomianéw w inny sposob, np.
poprzez odpowiednie pogrupowanie wyrazow

W(x)=x —12x*+47x-60=x"—3x" —9x*> +27x+20x— 60 =

=x" (x=3)=9x(x=-3)+20(x-3) = (x-3)(x* = 9x+20).

Schemat oceniania I sposobu

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
L T T e 1p.
Zdajacy zapisze, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba 3 i na tym zakonczy lub dalej
popetini bledy.

Rozwiazanie, w KtOrym jest istotny postep......coueeieerreeesnicieisisnsssesssnscsssssnsssssssnssnnssns 2 p.
Zdajacy zapisze roéwnanie z jedng niewiadomg m, np.:
3°—3m-3%+ (sz - 1)- 3—-9m> +20m+4 =0 i na tym zakonczy lub dalej popehi bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ......c.cccvinnisnnsnnnninsssnemees 3p.
Zdajacy WyzZnaczy wartos¢ parametru 1 zapisze WZOr wielomianu:
W(x)=x"—12x" +47x—-60

i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
POPrawnosci FOZWIgZANIA e ieeiecieriessenisisnssnssassassassasssssasssnsssssassassasssssasssnsssssassassnssasssssnsssnsnas 4 p.
Zdajacy zapisze wielomian w postaci iloczynu dwoch lub trzech wielomianéw stopni

dodatnich, np.: W (x)=(x— 3)(.752 -9x+ 20) .

Rozwigzanie Pele ... s s S5p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu: x, =3, x,=4, x,=35.

II sposob rozwiazania

Zapisujemy wzor wielomianu P(x) =W (x+3)

P(x)=(x+3)" =3m(x+3)"+(3m> —1)(x +3)—9m* + 20m+4.

Poniewaz na wykresie wielomianu P lezy punkt (0,0), wigc liczba 0 jest jego pierwiastkiem.
Stad

(0+3) =3m(0+3)"+(3m* ~1)(0+3)—9m’ +20m +4 =0,

27-27m+3(3m>—1)-9m> +20m+4=0,

28—Tm=0,

m=4,
Dalsza czg$¢ rozwigzania przebiega tak, jak I sposobie rozwigzania.

Schemat oceniania II sposobu

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
L1V AU BV 22 1 PP 1p.
Zdajacy zapisze wzor wielomianu P(x)= W (x+3)

P(x)=(x+3)" =3m(x+3)" +(3m>—1)(x+3)—9m>+20m+4
i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ..cccccveerceeeceeicinisiensssecsnnscnsssessssssssssssnnsssnssnnns 2 p.

Zdajacy zapisze réwnanie z jedna niewiadomag m, np.:
(0+3)° =3m(0+3)" +(3m*> =1)(0+3)=9m* +20m +4 =0
ina tym zakonczy lub dalej popetni bledy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3p.
Zdajacy
e obliczy  wartos¢  parametru m
W(x)=x"—12x>+47x—-60

4 1 zapisze  wzor  wielomianu:

albo
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e zapisze wielomian P(x) w postaci iloczynu dwoch lub trzech wielomianow, np.:
P(x)=x(x*-3x+2)
1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
Rozwigzanie prawie CalKOWIte ......ocvvverieerinininieinsenseecsecsensssssesssseccssnsssnssssnsssnesssnsses 4 p.
Zdajacy
e zapisze wielomian W(x) w postaci iloczynu dwoch lub trzech wielomianow, np.:

Wi(x)= (x— 3)(.752 -9x+ 20)

albo
o obliczy wszystkie pierwiastki wielomianu P(x) i nie wyznaczy wszystkich
pierwiastkéw wielomianu ¥ (x)
1 na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.
ROZWIgzanie Pelne ... 5p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu: x, =3, x, =4, x,=5.

ITI sposob rozwiazania
Zauwazamy, ze W (3) =0 i korzystamy z rownosci wielomianéw

(JC—S)(JC2 +bx + c) =x —Sm,vczJr(3ﬁ»‘f—1)3¢-9m2 +20m+4

skad mamy:
(1) =3c=-9m* +20m+4 , wiec c=3m1—?m—§,
(2) b-3m=-3m,wicc b=-3m+3,

(3) ¢-3b=3m" -1,

Po wstawieniu (1) i (2) do (3) otrzymujemy
c+9m—9=3m" -1

, 20 4 2 .
3m —?m—§+9m—9=3m —1, skad wynika, ze m =4

Dalej jak w sposobie I.

Schemat oceniania III sposobu

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT AL TV ) 1 P 1p.
Zdajacy zapisze, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba 3

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w KtOorym jest iStotny poStep........cccieeccieeccinescienescssnssessnsssssnssssnnesssnnesasanenes 2p.
Zdajacy  zapisze  rownanie  wynikajagce z  rownoSci  wielomianéw,  np.:
(.75—3)(.752 +bx + c) =x" —3mx’ + (Bm2 - 1).76—9m2 +20m+4

i na tym zakonczy lub dalej popeni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania.........eceercecniiniernieccensnsseninnisissncsnssnssenns 3p.
Zdajacy =~ wyznaczy ~ warto$¢ parametru i zapisze wzor  wielomianu:
W(x)=x*=12x> +47x-60

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
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Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
POPrawnoSci FOZWIGZAMIA .cueeueeececienieiseesneasacansasssssssssasssssassssasssasssssassssasasssassasssssnassnssas 4 p.
Zdajacy zapisze wielomian w postaci iloczynu dwoch lub trzech wielomianow stopni

dodatnich, np.: W (x)=(x— 3)(352 —9x + 20)
i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

RoZWigzanie Pelne ... s s s n e 5p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu: x,=3, x,=4, x,=5.

IV sposob rozwiazania

Zauwazamy, ze W (3)=0. Po podzieleniu wiclomianu W (x)przez dwumian (x-3)
otrzymujemy iloraz

x*+(3-3m)x+3m’ —9m +8 oraz resztg —Tm+28.

Z faktu, ze liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu W (x)mamy, Ze

—Tm+28=0,azatem m=4.
Dalej, jak w sposobie I.

Schemat oceniania IV sposobu

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
VYA TV 72 1 TP 1p.
Zdajacy zapisze, ze pierwiastkiem wielomianu W jest liczba 3

i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStofny POSTEP cccceeecieeecieeiciensscienescssnnscsnassssnassssnesssnnessnsnesnns 2p.

Zdajacy wykonuje dzielenie wielomianu W (x)przez dwumian (x—3)
i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........ecveiceccenssneniinieinecsnssssessesneeaesnase 3p.
Zdajacy wyznaczy wartos¢ parametru 1 zapisze WZOr wielomianu:

W(x)=x"—12x" +47x—60
i na tym zakonczy lub dalej popelni biedy.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
POPrawnoSCi FOZWIGZAMIA .cueeeeiececieniaesensnesasaeansasssssssssasssssassssassasssesasssssasssssassasssssnassnsnas 4 p.
Zdajacy zapisze wielomian w postaci iloczynu dwoch lub trzech wielomianow stopni

dodatnich, np.: W (x)=(x— 3)(352 —9x + 20)
i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

RoZWIgzanie Pelne ... s s sa s n s 5p.
Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu: x,=3, x,=4, x,=5.

Uwaga

Jesli zdajacy wyznaczy pierwiastki wielomianu P i na tym zakoficzy, popehni jednak usterke
zapisu, oznaczajac ten wielomian btednie jako W, to za cale rozwigzanie moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty.
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Zadanie 3. (0-6)
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie (mz—m)xz—erl: 0 ma

<

s . . . . m _ 1 1
dwa rozne rozwigzania rzeczywiste x,, x, takie, ze —< —+—.
x+x, 3 x x,

3. Rownania i nier6wnoSci. Zdajacy rozwiazuje rownania
i nier6wnosci kwadratowe z parametrem, przeprowadza
dyskusj¢ i wyciaga z niej wnioski (R3.b).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Rozwigzanie
Gdy m>-m=0, czyli m(m—1)=0, a wigc dla m=0 lub m =1 réwnanie jest liniowe i ma
tylko jeden pierwiastek x =1. Zatem m#0 i m#1. Wéwczas rownanie jest kwadratowe
1 ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy A >0, a wigc gdy
1—4-1-(m2—m)>0,
—4m’ +4m+1>0,
4m* -4m—-1<0,
A, =(—4)"-4-4-(-1)=16-2,
n3=4—4J5=1—J5 n3=4+4J5=1+J5

2.4 2 77 2.4 2

1-2 142
5 <m< .

Zatem

Nierownosc

2
1 m . : B e i i
— mozemy, wykorzystujac wzor Viete’a na sume pierwiastkow
X +x, 3
trojmianu kwadratowego, zapisa¢ w postaci
1 m

J S _

-(=1) 3

m’ —m
Rozwigzujac t¢ nieréwnos¢ mamy kolejno

m
m>—-m< —,

3
4

m?> — —m <0,

4
0<m<s-—.

3

o, .oom 1 . ., . X+ X, :
Prawa stron¢ nierownosci — < —+— mozemy zapisac w postaci s WIEC
X X XX,

ponownie wykorzystujac wzory Viéte’a na sume¢ i na iloczyn pierwiastkow tréjmianu
kwadratowego mozemy te nier6wno$¢ zapisaé w postaci
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- (=1)

m_m’—m
3 1
m’—m

,czyli%sl,awigcms.’).

1-+2 1++/2

OtrzymaliSmy zatem m#0 i m#1 oraz 5 <m< 5 orazOSmS%orazmS?,.

Stad me (O,I)U(l,“f) )

Schemat oceniania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy z nich polega zapisaniu warunku, przy ktorym rownanie jest kwadratowe
1-v2 1442 )

2 2

(m” —m #0), a nastepnie rozwiazaniu nieréwnosci A>0: me [

Za poprawne rozwigzanie nierownosci A >0zdajacy otrzymuje 1 punkt. Natomiast
uwzglednienie warunku m” —m # 0 oceniamy w ostatnim etapie rozwiazania.

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za t¢ czg$C otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na rozwigzaniu  nieréwnosci : e e 3 + Ly .
x+x, 3 x x
Za te cze$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 4 punkty.
Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:
1 1
Za rozwigzanie nierownosci M= » me (—oo,3) zdajacy otrzymuje 1 punkt.
s S <

1 2

Za rozwigzanie nierOwnosci = % zdajacy otrzymuje 3 punkty. Przy czym w tej

X, + X,
czesci:

1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie wyrazenia W postaci np. ————,

x, + x, -(-1)

m’ —m
2 punkty zdajacy otrzymuje za zapisanie nieréwnosci < % z niewiadoma m,
X +x,
2 m

np. m-—m< ?,

1 4
3 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie nierownosci < cme(0,—).
x+x, 3 3

Trzeci etap polega na wyznaczeniu czeSci wspolnej rozwigzan nieréwno$ci z etapu
pierwszego i drugiego oraz uwzglednieniu warunku m’ —m # 0 .
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Rozwiazanie pelne (172eCi elap)...ccviimnnuinninininininiinninnninsiisissssismssssss. 6 p.

Wyznaczenie cze$ci wspolnej zbioréw rozwigzan nieréwnosci i podanie odpowiedzi:

me (0,1)U[1,1+\EJ.

2

Uwaga
Punkt za ostatni etap przyznajemy wtedy, gdy:
e zdajacy poprawnie rozwiaze nieréwnos¢ A >0, popelia bledy w rozwiazaniu
nierownosci z etapu Il i uwzglednia warunki m#0 i m#1,
albo
e popelnia bledy w rozwigzaniu nierownosci A >0, poprawnie rozwigze co najmniej
jedna nierownos¢ z etapu 11 i uwzglednia warunki m#0 i m #1.

Zadanie 4. (0-6)

Trzy liczby tworza cigg arytmetyczny. Jesli do pierwszej z nich dodamy 5, do drugiej 3, a do
trzeciej 4, to otrzymamy rosngcy cigg geometryczny, w ktorym trzeci wyraz jest cztery razy
wiekszy od pierwszego. Znajdz te liczby.

5. Ciagi liczbowe. Zdajacy bada, czy dany ciag jest
arytmetyczny lub geometryczny, stosuje wzory na n-ty wyraz

i sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego i ciggu
geometrycznego, rowniez umieszczone w kontekscie

praktycznym. (5.b,c).

[II. Modelowanie
matematyczne.

I sposob rozwiazania

Oznaczmy przez q iloraz ciggu geometrycznego. Skoro trzeci wyraz ciggu geometrycznego
jest cztery razy wigkszy od pierwszego, ¢=2 lub ¢=-2. Gdyby jednak g=-2, to
otrzymaliby§my naprzemienny cigg geometryczny, a to nie spelniatoby zatozenia, ze cigg ma
by¢ rosngcy. Zatem g =2 i cigg geometryczny mozemy zapisaé w postaci (a,2a,4a). Ciagg
(a—5,2a-3,4a—4) ma by¢ arytmetyczny, wigc  otrzymujemy  réwnanie
2(2a— 3) =a-5+4a—4,astad a =3. Kolejne wyrazy ciggu geometrycznego sg wigc rowne
3, 6, 12, a kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego sg rowne —2, 3, 8 i sg to szukane liczby.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozZwigzania Zadania... s as s a s n s snanas 1p.

Zdajacy wykorzysta informacje, ze trzeci wyraz ciggu geometrycznego jest cztery razy
wigkszy od pierwszego, zapisze zalezno$é np.: ag” =4a
i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
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Rozwigzanie, w ktorym jest iStofny POSEEP ...ccccercersnininininnssnnssnisisnsssnssssnsssnssssnessnssanes 2 p.

Zdajacy odrzuci ¢ =-2 oraz wykorzysta okreSlenie ciggu geometrycznego, np. zapisze ten
cigg w postaci (a,2a,4a)
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ........coeeeeeecscnrccniincesneeccssessessessssesseenes 4 p.

Zdajacy ulozy réwnanie z jedng niewiadoma, z wykorzystaniem wlasno$ci (lub definicji)
ciggu arytmetycznego, np.: 2(2a—3)=a—-5+4a—4
i na tym zakonczy lub dalej popelni biedy.

Rozwiazanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ......ccccevcecieiniecceicnnsenseninnesnesansannans 5p.

Zdajacy obliczy wyrazy ciagu geometrycznego 3, 6, 12.

Rozwigzanie PeINe ....eeeieinrierneennecsncsessesssaessssenssssesssssesssnesssnsssnssssnssnssssnesasssanes 6 p.

Zdajacy poda szukane liczby: -2, 3, 8.

II sposob rozwiazania
Oznaczmy przez r roznice i przez x Srodkowy wyraz ciggu arytmetycznego.

Wowczas (x—r, X, x+r) jest ciggiem arytmetycznym, zas ciag (x— r+5,x+3,x+r +4) jest
ciggiem geometrycznym, w ktorym trzeci wyraz ma by¢ 4 razy wickszy od pierwszego.
(JH?,)2 =(x—r+5)(x+r+4)

Wyznaczamy z drugiego
x+r+4=4(x-r+5)

Zapisujemy uktad rownan {

: . 5 16 . . . o .
rOwnania x=§r—?, podstawiamy do pierwszego rownania i po uporzadkowaniu

otrzymujemy réwnanie kwadratowe »*>—6r+5=0. Rozwigzaniami tego réwnania s3 liczby

r=1
r=1 oraz r =5. Rozwigzaniami uktadu rownan sg pary liczb 11 oraz {
x=——

3
. : (14 11 8 :
W pierwszym przypadku cigg arytmetyczny ma postac —?,—?,—5 a clag geometryczny

1 24 : : . . .
ma postac [5,—§,§j . Ciagg ten nie spetia warunku dotyczacego monotonicznosci.

W drugim przypadku cigg arytmetyczny ma postac (—2,3,8) a cigg geometryczny ma postac
(3,6,12). Zatem szukane liczby to -2, 3, 8.
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Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZANIA ZAAANIA ceceeeeeeeieeeeeesee et sesas s as s e s sser s s ns s s asssssnssnnsnnsnanes 1p.

Zdajacy wykorzysta wlasnosci ciggu arytmetycznego, np. zapisze szukane liczby w postaci
(x—r,x,x+r)

i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep ......cceeveeeeeecmicieisinsssecsnccsssisssssssssnssnnsnns 2p.
Zdajacy zapisze uklad rownan z dwiema niewiadomymi z wykorzystaniem wlasnosci ciggu
_ (x+3}2=(x—r+5)(x+r+4)
arytmetycznego 1 geometrycznego, np.:
x+r+4=4(x-r+5)

i na tym zakonczy lub dalej popei bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .........iininiccnsnicsinicnsnssnsssisneseens 4p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadomag, np. > —6r+5=0 albo 3x> +2x-33=0
i na tym zakonczy lub dalej popeni biedy.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ....cececeeseceesceecscececeeacnene S5p.

Zdajacy obliczy wyrazy ciggu geometrycznego 3, 6, 12.

ROZWIQZanie PEINe ...ttt csses s ssssesses s ses s ss s sna s anasasanens 6p.

Zdajacy poda szukane liczby: -2, 3, 8.

I1I sposéb rozwigzania
Oznaczmy kolejne liczby ciagu arytmetycznego przez a, b, c.

Woéwezas (a+5,b+3,c+4) jest ciggiem geometrycznym.
atc=2b
Zapisujemy uktad rownan < (b +?>)2 =(a+5)-(c+4).
c+4=4-(a+5)
Po przeksztalceniach ukladu otrzymujemy rownanie np.: 3a”+20a+28=0, ktorego

rozwigzaniem s3 liczby: a =-2 oraz a= —1?4 . Stad rozwigzaniami ukladu rownan sa trojki

14
a=——
a=-2 3
. 11
liczb: <b=3 oraz <b=—?.
c=38 3
c=——
3
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. . ; 14 11 8 .
W drugim przypadku ciag arytmetyczny ma postac [—?,—?,—gj , a Cclag geometryczny

ma postaé [% ,—%,%j . Cigg ten nie spetnia warunku dotyczacego monotonicznosci.

Zatem szukane liczby to: -2, 3, 8.

Schemat oceniania III sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
roZwigzZania Zadania s s as s sa s enas 1p.

Zdajacy
¢ wykorzysta wlasnosci ciggu arytmetycznego, np. zapisze zaleznos¢ migdzy szukanymi
liczbami w postaci a+c =2b.
albo
e wykorzysta wlasnosci ciggu geometrycznego, np. zapisze =zalezno$é miedzy
szukanymi liczbami w postaci (b + 3)2 =(a+5)-(c+4).

i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny pOSteP .....ccccvceeceicieisiensssesseicnssinnsssssssasesnssssnsssnnes 2 p.

Zdajacy zapisze uklad rownan z trzema niewiadomymi, wykorzystujagc wiasnosci ciggu
a+c=2b

arytmetycznego oraz ciggu geometrycznego, np.: (b +3 )2 = (a+ 5) : (c + 4} .
c+4=4-(a+5)
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ... 4 p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: 3a” +20a+28 =0
ina tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ......eececeeieceseecscececsececcennns S5p.
14
a=——
=2 131
Zdajacy zapisze rozwigzania ukladu: {b=3 oraz <b=—? i nie odrzuci drugiej trojki
c=8 2
c=——
L 3
liczb.

Strona 13 z 38



Pobrano z arkusze24.pl

Rozwigzanie pelne ..., 6 p.
Zdajacy poda szukane liczby: -2, 3, 8.
Uwaga

Jezeli zdajacy myli wlasnosci ciagu geometrycznego z wilasno§ciami ciggu arytmetycznego,
to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 5. (0-4)
Rozwiaz réwnanie sin” 2x—4sin’ x+1=0 w przedziale (0, 21:) .

IV. Uzycie i tworzenie 6. Trygonometria. Zdajacy rozwiazuje rownania i nieréwnosci
strategii. trygonometryczne (R6.e).

I sposob rozwiazania
Wykorzystujemy wzor na sinus podwojonego kata sin2x=2sinx:cosx, przeksztalcamy
rownanie do postaci, w ktorym wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna argumentu x:
(ZSinx-ccns.vc)2 —4sin*x+1=0,
4sin’ x-cos’ x—4sinx+1=0,
4sin” x- (l—sin2 x)—4si112 x+1=0
Otrzymujemy zatem réwnanie: —4sin* x+1=0.
1

To réwnanie jest rtownowazne alternatywie rownan sin’ x = P lub sin® x = =

1 1
N : ) . . . . ‘ . ) . . ’
Rownanie sin”x = ) nie ma rozwigzania. Natomiast rownanie sin” x =5 mozemy zapisaé

1 1
jako alterna rownan sinx=—= lub sinx=——=. W przedziale (0,27) rownanie
J A N5 ave (0.27)

1 1

. . . T 3 ) . . . .
smx=Tma rozwigzania. x=z 111b x=T, a rownanic smmx =—T ma rozwijgzania

5
.ve:=—ﬁ‘T lub x=7—7r.
4 4

Zapisujemy odpowiedz: Rownanie sin’2x—4sin’x+1=0 w przedziale (0,275) ma cztery

rozwigzania: x=" 1ub x=3—ﬁ'r lub x=5—7£ lub x=?—j£.
4 4 4 4

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LA LU 1) 1 PPN 1p.
Zdajacy zapisze rownanie w zaleznosci od jednej funkcji trygonometrycznej tego samego

argumentu, np. 4sin”x -(l—sinzx)—4sin2x+1 =0 lub —4sin® x+1=0
1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny PoSteP ...ccccercensnininininnssnnsssnissnnsisnssssnsssnesssnsssnsssaness 2 p.

Zdajacy
e zapisze alternatywe sin’ x =% lub sin’x = —%
albo

e wprowadzi pomocnicza niewiadoma, np. t=sin’ x i zapisze, ze ¢ =3 lub t=—-— oraz

: | e
zapisze, 7e t = = nie odpowiadajg zadne x

1 na tym zakonczy lub dalej popetini bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......cceveececcercnrceniennieccecsnssesssenisnesesanssenaes 3p.
1 |
Zdajacy zapisze alternatywe sin x =—= lub sin x = ——= oraz
V2 V2
L . 1 : V4 3r
e rozwigze rownanie sinx =—= w przedziale (0, 275) s x=—lub x=—
2 4 4

albo
b e e i 1 : 5
e rozwigze rownanie sn:uc:——\/E w przedziale (0,275); x=—4 lub x=—4

i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Rozwigzanie Pelne ... 4 p.

Zdajacy zapisze rozwigzania réwnania sin”’ 2x—4sin’ x+1=0 w przedziale (0,2}1’) £

x=% lub x=37x lub x=STE lub x=% (albo x=45°lub x=135° lub x=225°

lubx=315°).
Uwagi

1. Nie wymagamy, aby zdajacy zapisal warunek np. te (—1,1), o ile z rozwigzania
wynika, ze zdajacy uwzglednia ten warunek.

1
2. Jezeli zdajacy podaje ogolne rozwigzanie rOwnania trygonometrycznego: sinx = —2 dla
4 3 . . . ; : 1
x=—+2kzx lub x=—m+2kr, gdzie k jest liczba calkowita, sinx=—— dla
4 4 N2

x=%7£+2k7£, gdzie k jest liczba catkowita lub x=%f£+2k7r, gdzie k jest liczba

catkowita, to otrzymuje 3 punkty.

II sposob rozwiazania
Wykorzystujemy wzor na sinus podwojonego kata sin2x =2sinx-cosx, przeksztalcamy
réwnanie do postaci, w ktorym wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna argumentu x:

(2siux-cosx)1—4sin2x+1=0,
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4sin’ x-cos* x—4sin*x+1=0,
4(1—(:052 x)coszx—4(1—coszx)+1= 0

Porzadkujemy i otrzymujemy réwnanie: —4cos” x +8cos* x—3=0,

e . B 3 1
To réwnanie jest rownowazne alternatywie rownan cos” x = 3 lub cos® x = th
: : 23 . - - - . - 2 . o
Rownanie cos x=5 nie ma rozwigzania. Natomiast rownanie cos x=5 mozemy zapisac
: : . 1 1 : , .
jako alternatywe¢ rownan cosx= ﬁ lub cosx =—$ . W przedziale (0,27:) rownanie

1 . : .4 1 : . .
COSX =——ma rozquama: X=— hlb X=—,a réwname COSX =——— ma romlqzama
N2 4 4 N2

x=3£ lub x=5—7:.
4 4

Zapisujemy odpowiedz: Réwnanie sin’2x—4sin’x+1=0 w przedziale (0,275) ma cztery

. . 3 5 7
rozwigzania: x = z lub x=—ﬁ'r lub x=—7£ lub x = B .
4 4 4 4

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
AL TV 7)1 PPN 1p.
Zdajacy zapisze rownanie w zaleznoSci od jednej funkcji trygonometrycznej tego samego
argumentu,

np. 4(1—(:052 Jc)cos2 x—4(1—coslx)+1= 0 lub —4cos* x+8cos’x—3=0

1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POStEP......ccccieeecieeeicieneicienescisnnscsnssssnssesnnesessnasssnenes 2 p.

Zdajacy
e  zapisze alternatywe cos’ x = % lub cos® x= %
albo

¢ wprowadzi pomocnicza niewiadoma, np. ¢ = cos” x i zapisze, ze t=5 lub = ) oraz

: 1 . o
zapisze, 7ze t = 5 nie opowiadajg zadne x

1 na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania........ueeciceniernieccsensenssseniennissenessssassnnes 3p.

1 1
Zdajacy zapisze alternatywe cosx=ﬁ lub cosx=—$ oraz rozwigze poprawnie jedno

Z rownan:

1
® Cosx=—= maw przedziale (O, 27[) dwa rozwigzania: x = % lub x= Hi

32 4
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1
e cosx=-——= w przedziale (0, 271:) ma dwa rozwigzania: x = i lub x = =2
2 4 4
i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
ROZWIRZFANIE PEMIE ciseiisnisiusisnsinnitsninsnsisnsssniusniuinitininininshinihsnitsnitsnitsniesniasnibiniiiniin iinsin natanss 4 p.

Zdajacy zapisze rozwigzania rownania sin’ 2x —4sin’ x+1=0 w przedziale (0,213') :

x=% lub x=377[ lub x=STE lub x=% (albo x=45°lub x=135° lub x=225°

lubx=315°).
Uwagi

1. Nie wymagamy, aby zdajacy zapisat warunek np. ¢ € (— 1,1) , 0 ile z rozwigzania wynika,
ze zdajacy uwzglednia ten warunek.

1
2. Jezeli zdajacy podaje ogdlne rozwigzanie rownania trygonometrycznego: cosx = E dla
V.4 7 : : . : 1
x=—+2kzx lub x=—m+2kn, gdzie k jest liczbg calkowita, cosx=—-— dla
4 4 V2

x=%7£+2k7£, gdzie k jest liczbg calkowitg lub x=%7z+2k7r, gdzie k jest liczba

catkowita, to otrzymuje 3 punkty.

111 sposob rozwiazania
Wykorzystujemy wzor na cosinus podwojonego kata i1 przeksztalcamy go do postaci

2sin’x =1—cos2x. Po wstawieniu do réwnania otrzymujemy rownanie trygonometryczne
argumentu 2x:

sin22x—2(1 —cost)+1 =0.

Doprowadzamy rownanie do postaci z jedna funkcjg trygonometryczng argumentu 2x.

1—cos’ 2x—2+2cos2x+1=0

—cos’2x+2cos2x=0

—cos2x(cos2x—2)=0

To réwnanie jest rOwnowazne alternatywie rownan cos2x =0 lub cos2x =2,

Rownanie cos2x =2 nie ma rozwigzania.

Rozwigzujemy réwnanie cos2x=0 1 otrzymujemy x=%+k§, gdzie k jest liczbag

calkowitg.
Po uwzglednieniu przedziatu (O, 27() zapisujemy odpowiedz:

Réwnanie sin® 2x—4sin’ x+1=0 ma w przedziale (0,27) cztery rozwigzania: x =% lub

x=3£ lub x=5—7"r lub x=?—7£.
4 4 4
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Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA eeeeieeeieieteseseaseeassiaesansess s s es s sa e s sasa e s s e s s s s e a s s e s aesa s sna s s eras s s s asanasasasasassnnas 1p.
Zdajacy zapisze rownanie w zalezno$ci od jednej funkcji trygonometrycznej tego samego

argumentu, np. 1 —cos’ 2x—2+2cos2x+1=0 ina tym zakonczy lub dalej popehi bledy.

Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny PoStep......ccvrieesrenccnicinnsiensssnessntessnssansssnsssnsssnnssnns 2p.

Zdajacy zapisze alternatywe:
cos2x =0 lub cos2x =2
i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania........ceveercrceniernieccecsensnsseniensssienessnssessnnes 3p.

Zdajacy rozwiaze rownanie cos2x =0 w zbiorze liczb rzeczywistych:

X= %+ k% , gdzie k jest liczba catkowita

1 na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Rozwigzanie pelne ... 4 p.

Zdajacy zapisze rozwigzania rbwnania sin® 2x —4sin’ x+1=0 w przedziale (O, 27£> "

x=—lub x=3%7r lub x === lub x=—
4 4 4

(albo x=45° lub x=135° lub x =225° lubx =315°).

Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze tylko rozwigzania x =% lub x= 377( , to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 6. (0—4)
Rozwigz nierownos¢ |2x—6|+|x+7>17.

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacii.

3. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy rozwigzuje proste
rownania 1 nierownosci z wartoscig bezwzgledna (3.¢).

I sposob rozwigzania: ,,wyroznienie na osi liczbowej przedzialow”

Wyrézniamy na osi liczbowej przedzialy: (—ee,~7), (-7, 3), (3,00) :

Rozwigzujemy nieré6wnos$ci w poszczegdlnych przedzialach i w kazdym przedziale
bierzemy czgS¢ wspolng tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nieréwnosci

x€ (—o0,=7) X€ (—7, 3) xe (3,00)
=2x+6-x-7217 =2x+6+x+7217 2x=-6+x+7217
-3x2>18 -x24 3x216
x<-6 x<—4 16
xz—
3
Wyznaczamy czg¢s$ci wspolne otrzymanych wynikow z poszczegolnymi przedziatami,
16
x<-7 Xe (—7,—4) x=—

16
i bierzemy sumg tych przedzialow: xe (—oo,—4) u<?,m

)

II sposéb rozwigzania ,,zapisanie czterech przypadkow”

2x—-620 [2x—620 [2x—-6<0 [2x—-6<0
x+720 {x+7<0 {x+720 {x+7<0
Rozwiazujemy nieréwnosci w poszczegolnych przypadkach:

Zapisujemy cztery przypadki: {

(2x—6>0 2x—-6=>0 (2x—6<0 (2x—6<0
1x+720 {x+7<0 {x+720 {x+7<0
k2x—6+x+7217 2x—6-x-7 >17 k—2x+6+x+7217 k—2x+6—x—7217
(x>3 (x>3 x<3 (x<3
{x=>-7 dx< =7 {x2-7 ix< =7
3x>16 x>30 —xed —3x>18
( niemozliwe x<3 (x<3
x>3 {x=-7 Jye_7
{x=>-7 x<—4 x<—6
16 )
xXz— ;
. 3 czyhi czyli
czyli xe(—?,—4> x€ (—o0,—7)
<16
xX€ (—,00)
3
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Zapisujemy odpowiedz: xe (—oo,—4)u<1?6,°°

Schemat oceniania I i II sposobu oceniania
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny poStep......ccccieeecieeccineiciennccssnnsessnsscsnsssssnessssnasassnees 1p.

Zdajacy wyrdzni na osi liczbowej przedzialy (—s,~7), (-7, 3), (3,00}.
albo
. o i 2x-620 2x—-620 2x—-6<0 2x—-6<0

zapisze cztery przypadki:

P Y PIEYP x+720 x+7<0 x+720 x+7<0
Uwaga
Jezeli zdajacy popelni bledy w wyznaczaniu przedzialow, ale nie sg one konsekwencjg biedu
rachunkowego popelnionego przy przeksztalcaniu nieréwnosci, to przyznajemy 0 punktow.
Podobnie, 0 punktéw otrzymuje zdajacy, ktory blednie zapisal cztery przypadki.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania.........ceevcrcnienieicieccensssseniennisissncsnssnsienns 2p.
Zdajacy zapisze nierowno$ci w poszczego6lnych przedzialach, np:
I. x€ (—e0,=7) —-2x+6-x-7217

L xe(-7,3) —2x+6+x+7217
IL xe(3,0) 2x—6+x+7217

Uwagi

1. Jezeli zdajacy rozwigze nierownosci w poszczegolnych przedzialach i na tym zakonczy
lub nie wyznaczy czg$ci wspolnej otrzymywanych wynikéw z poszczegdlnymi
przedziatami i kontynuuje rozwigzanie, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajgcy rozpatrzy cztery przypadki, rozwigze nieréwno$ci w poszczegoélnych
przedziatach, stwierdzi, ze czwarty przypadek jest niemozliwy i na tym zakonczy lub nie
wyznaczy czg¢Sci wspolnej otrzymywanych wynikow z poszczegolnymi przedzialami
1 kontynuuje rozwigzanie, to otrzymuje 2 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe).....uceceeiecceceecececececsceeieccsesenans 3p.

e zdajacy poprawnie rozwigze nierownosSci i wyznaczy czg¢$ci wspolne otrzymanych
wynikéw z poszczegélnymi przedzialami tylko w dwoch przypadkach, popemi biad
w trzecim przypadku i konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca

albo

e zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwigze nieréwnosci i wyznaczy czesci
wspolne otrzymanych wynikow z poszczegolnymi przedzialami tylko w dwoch
przypadkach, stwierdzi, ze czwarty jest niemozliwy, popelni blad w trzecim przypadku
1 konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca.

RozWiaZanie PRI .....cciiiuiimiiiniisniainsianisniain sinibiniainiuiniainiasnsusniasnisinsssniainsainiooniainiasnitinitiniannd 4 p.

Zdajacy zapisze odpowiedz: x < —4 lub x> 1?6

Uwaga

We wszystkich rozwazanych przypadkach zdajacy moze rozpatrywac obie nierownosSci
nieostre (przedzialy obustronnie domknigte). Jezeli natomiast rozwazy wszystkie nieréwnosci
ostre (przedzialy otwarte), to przyznajemy za cale zadanie o 1 pkt mniej, niz gdyby wyrdznit
wszystkie przedzialy poprawnie.

Strona 20 z 38



Pobrano z arkusze24.pl

Zadanie 7. (0-4)

O trapezie ABCD wiadomo, ze mozna w niego wpisa¢ okrag, a ponadto dlugosci jego bokow
AB, BC, CD, AD — w podanej kolejnosci — tworza ciag geometryczny, Uzasadnij, Zze trapez
ABCD jest rombem.

V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach
i argumentacja. plaskich (7.c).
Rozwiazanie

Korzystamy z wlasnosci ciggu geometrycznego:
AB=a,BC=aq, CD=aq’,AD =aq’ .
Poniewaz czworokat jest opisany na okregu, zatem
ataq’=aq+aq .

Rozwigzujemy rownanie

a(1+q2)=a(q+q3) /:a#0

(q—l}(1+q2)= 0

g=1.

Cigg jest staly zatem trapez ma boki réwne, czyli jest rombem.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ...ccccicreeceesesicssinnsiescnistnsssssssnnsnsesassnnssanssnsans 1 p.

Zdajacy wykorzysta wilasnosci ciagu geometrycznego 1 zapisze, ze

|AB|=a, |BC|=aq, |CD|=aq’,| AD |= ag’
i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP w.cccvvveercersnicinrniensssnessnicsnnsinnsssnnsssnssnnsssnssnnes 2p.

Zdajacy zapisze rownanie a+aq” =aq+aq’
i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......ccceicieicnncnssninninisinisssesssnsinsnnsannee 3p.
Zdajacy rozwigze réwnanie a+aq” = aq+aq’:

q=1
i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

ROZWIgZanie Peme ... s as s s s e s nas 4 p.
Zdajacy stwierdzi, ze otrzymany ciag jest staly, zatem trapez jest rombem.
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Uwagi

1. Jezeli zdajacy rozwaza jedynie szczeg6lny przypadek trapezu réwnoramiennego, to za cale
rozwigzanie moze uzyskac¢ co najwyzej 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy nie wprowadza ¢, ale oznacza boki trapezu jako a, b, ¢, d, to:
— za zastosowanie wlasnosci ciggu geometrycznego, jako b* = ac lub ¢* = bd — otrzymuje
1 punkt.
— za powyzsze oraz zastosowanie wlasnosci trapezu wpisanego w okrag (a + c=b + d) —
otrzymuje 2 punkty.
— za ustalenie rownosci bokow trapezu (poprawny wniosek o tym, Zze trapez jest
rombem) — otrzymuje 4 punkty.
— za zastosowanie wlasnosci trapezu wpisanego w okrag (@ + ¢ = b + d) — otrzymuje
1 punkt.

Zadanie 8. (0—4)

Na boku AB trojkata rownobocznego ABC wybrano punkt D taki, ze |AD| : ‘DB|=2 3.
Oblicz tangens kata ACD .

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach
plaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdzenia
cosinusow (R7.d).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

I sposob rozwiazania ,,geometria elementarna”
Niech ‘AC|=5x. Wtcdy‘AD|=2x. Oznaczmy przez E spodek wysokosci trojkata ADC

opuszczonej z wierzcholka D jak na rysunku.Z
C

4x
S5x

E
Py O

A 2x D B
Zauwazmy, ze trojkat ADE jest ,polowa trojkata rownobocznego, wigc ‘AE|=x

i |ED|=x 3. Zatem |EC|=5x—x=4x.Wobec tego

gt

4x 4

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze

do peInego roZwigzania........uiiiiiiicic e as s s aan e 1p.
Zdajacy poprowadzi wysokos¢ DE i zauwazy, ze katy trojkata ADE maja miary 30°, 60°,
90° i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.
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Rozwigzanie, w ktorym jest iStofny POSEEP w.cccvvurrcnnsnininininnnsnnssnisssnsssnssssnsssnssssnsssnssanes 2p.
Zdajacy wyznaczy diugosé¢ jednej z przyprostokatnych trojkata ADE w zaleznoSci od x:
|4E|=x, |ED|=x\3

i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .......ccecveececccrsnsenienniencessnssssesisnssesaessenaes 3p.
Zdajacy wyznaczy dlugosci obu przyprostokatnych trojkata DEC w zaleznosci od x:
|ED|=x3, |EC|=4x

1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

ROZWIgzZanie PeIMe ..o nncnessessssessssesssnsessssasssnesssssssnssssnsssassssnesansanes 4 p.

3

Zdajacy obliczy tangens kata ACD: tgar= 7

Uwaga

419

Jezeli zdajacy wyznaczy warto$¢ cos o = ETH =0,9177 1 na tej podstawie odczyta z tablic

a=24° lub a=23°i korzystajac ponownie z tablic odczyta odpowiednia warto$¢ tangensa
kata @ (tgor =0,4452 | tgar = 0,4245), to za cale rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej
3 punkty.

II sposéb rozwiazania ,,twierdzenie cosinusow”
Niech |4D|=2x, wtedy |DB|=3x. Niech ponadto |«4CD|= e (zob. rysunek).

C

Sx Sx

2x 3x
A D B

Stosujemy twierdzenie cosinus6w do trojkata 4ADC 1 obliczamy dtugosé¢ odcinka CD:
|CD[" = (5x)" +(2x)" —2-5x-2x - cos 60° =19x7,
skad wynika, ze

[cD| =x+19.

Z twierdzenia cosinusOw obliczymy teraz cosinus kata ACD:

(2.75)2 =(5J«¢)2 +(x\/ﬁ)2—2-5x-x\/ﬁ-cosaf,

stad
40x° 4 44019 . :
cos & = = = ,(cosar >0, wiec o jestkatem ostrym
TN TN TR L )
a zatem
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. [ 4 T J57
sing=,[l-| — | =——.
V19 19
Tangens szukanego kata jest wigc rowny:

_sina_\/S_'?_ 19 _\E

te o = ==
8 cos¢ 19 4\/1_9 4

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA c.ueeueieeercreseseasseinetete st s ss e s sa s saseas s s s s s s s as e s sa s s s erns s s s nsn s asasasasanasnnsnanes 1p.
Zdajacy wprowadzi oznaczenia np. ‘ADl =2x i ‘DB‘ =3x, a nastepnie wyznaczy dlugosc
odcinka CD:

cD| = x/19

i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep......ccucieereeeceicieisisssssessnccsssisssssssssnssnnssns 2 p.
Zdajacy obliczy cosinus kata ACD :

40 4 419
10419 V19 19

1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

cos ¥ =

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........cccveeenieicniencnsinesiniecsenincssssssssnnesanns 3p.
Zdajacy obliczy sinus kata ACD :

) YT
Jio) 19

i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

sin o = 1—[

Rozwigzanie pelne ... s 4 p.
Zdajacy obliczy tangens kata 4ACD :

_sing _\57 19 B
cosa 19 419 4 °
Uwaga

tga

419

Jezeli zdajacy wyznaczy warto$¢ cos o = =0,9177 1 na tej podstawie odczyta z tablic

a =24° lub a =23° i korzystajagc ponownie z tablic odczyta odpowiednio warto$é tangensa
kata o (tga=0,4452, tgaxr = 0,4245), to za cale rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej
3 punkty.
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II1 sposéb rozwigzania ,,twierdzenie sinusow w trojkacie ACD”
Niech |4D|=2x, wiedy |DB|=3x . Niech ponadto |«ACD| = ar. Wtedy |«ADC|=120°-ar.

C
x Sx
2x 3x
A D B
Stosujemy twierdzenie sinusow do trojkata 4ADC . Zapisujemy, ze
2x 5x sin o 2

,CO 0Znacza, 76 —————— =—

sina sin (120°— ) sin(120°-¢a) 5°

Otrzymujemy zatem réwnos$¢
Ssinax=2 ﬁ cosa+l-sina’ 5
2 2

ktora jest rownowazna rownosci  4sin @ = \/g Cos X .

3

A to oznacza, 7e tgasz.

Schemat oceniania III sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIHFANIR vociicnicondstnisinistnsdonsstnsitnadindsinssinisinssanssbusibnsionssandsanistndsaudsonssonsiavasansstnsshnidancesusitnsss 1p.
Zdajacy wprowadzi oznaczenia np. |AD‘ =2x, |DB| =3x, |¢:ACD| = o, a ponadto zapisze,

7e |<):ADC| =120°- ¢ 1 na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny pOSteP .....ccveerceereeicinisiensssessenccnisisssssssssassnnssssnsssnnes 2p.
Zdajacy zastosuje twierdzenie sinusow do tréjkata ACD i zapisze, ze:
2x 5x

sing - sin(120°—a)

i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......ccucveececcersnseniennieicncsnssesssenisnssesaessnnaes 3p.
Zdajacy przeksztatci powyzszg rownos¢ do postaci

5sing = 2{% cosa+%-sin0:)

i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
RoZWIgzanie PeIMe .....eeeeereinrceneennecnncsessessssesssesssssessssasssnesssssssnssssnsssassssnessnssanes 4 p.
Zdajacy obliczy tangens kata ACD:

V3

tgar="",
8=
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IV sposéb rozwigzania ,.,twierdzenie sinusow w trojkatach ACD i BCD”
Niech ‘ADl =2x, wtedy |DB| =3x. Niech ponadto |¢:ACD| =a . Wtedy

«BCD|=60°-«.

C
S5x Sx
2x 3x
A D B
Stosujemy twierdzenie sinuséw do trojkata ADC . Zapisujemy, ze

2x _ |cD|
sing  sin60°
Teraz zapiszemy twierdzenie sinusow w trojkacie BCD:
3x _ |cD|
sin (60°— ) sin60°
Poniewaz prawe strony obu réwnan sg jednakowe, wigc
2x 3x sino 2

- , czyli 76 ——— ==
sin & sin(60°—a) caytze sin(60°—0!) 3

Otrzymujemy zatem rownos¢
. 3 1.
3sinax =2 7-0030:—;-51110: .

ktora jest rownowazna réwnosci
4sina=+3cosa.

A to oznacza, ze tg(Z:T.

Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT AL TV 1 P 1p.
Zdajacy wprowadzi oznaczenia np. |AD| =2x, |DB| =3x, {ACDl = o, a ponadto zapisze,

ze |4:BCD| =60°—a 1na tym zakonczy lub dalej popehi bledy.
Rozwiazanie, w Ktorym jest istofny PoSteP......ccevceereesreecsnirsnnnsennsssnsssncsssnsssnsssnsssnessanssns 2 p.
Zdajacy zastosuje twierdzenie sinuséw do trojkatow ACD i1 BCD i zapisze, Ze:
2x _ |cp| 3x |cD)|
. = - Oraz . = .
sina sin60° sin(60°—a)  sin60°

i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3p
Zdajacy porowna lewe strony obu rownosci 1 zapisze, ze

3sinag=2 ﬁ cos a—l-sina
2 2

ina tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

RoOZWIgzZanie PeIe iiiiniinininiiiiiiiiniineninicnissssassnsisnssiensssssnsssnsisnssssesassasssasssnses 4 p.
Zdajacy obliczy tangens kata ACD:

N

tgox=—-.
e 4
V sposéb rozwigzania ,tangens réznicy katow”
Niech |AD|=2x, wtedy |DB|=3x. Oznaczmy przez S Srodek boku AB (zob. rysunek).
Wiedy |DS‘=%. Niech ponadto [€4CD|=a. Wiedy |[«SCD|=30°~a . Poniewaz CS jest

Sx\/g

>

wysokoscig w trojkacie rownobocznym o boku dlugosci Sx, wigc |CS| =

C

A DS B
Poniewaz trojkat CDS jest trojkatem prostokgtnym, wigc mozemy obliczy¢, z definicji,
tangens kata SCD:
X
9 3
tg|«SCD)| =L=£.
5x3 15
2

Obliczamy zatem tangens kata ACD stosujgc wzor na tangens roznicy katow:

B B

tg30°—tg(|«SCD)) 3775 15 :Jg

1+tg30°-tg(‘<{SCD|)_1+£.£_ 16 4
3 15 13

tgar = tg(30°—|«SCD|) =

Schemat oceniania V sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
T OZWIREAM R i iiiniinis o i i gy i i s e e i iy g i s 1p.

Zdajacy wprowadzi oznaczenia np. |AD‘ =2x, DB‘ =3x, |{ACD‘ =, a ponadto:
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poprowadzi wysoko§¢ CS 1 zapisze, ze |@:SCD| =30°-a

albo

obliczy tangens kata SCD
e

tg|«SCD|=—2-= 3

sxf3 15
2
1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny posteP......ccvrniecsrenccnicsnnsiensssnnsssniessnssanssssnsssnsssnnssns 2 p.
Zdajacy poprowadzi wysoko§¢ CS i zapisze, ze |4:SCD| =30°-o

oraz
obliczy tangens kata SCD

_V3
5x3 15

2
1 na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

0 |

tg|«SCD|=

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania........ccceececenieniernencensssseniennisisnssnssansenns 3p.
Zdajacy zapisze, ze
tg30° - tg(|<SCD)
1+1g30°- tg(|«SCD|)
1 na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

tgar =tg(30°—|«SCD|) =

Rozwigzanie pelne.....ciencniniininiiniiiiiieieeeesieeiemmiesaisismmssn. 4 p.
Zdajacy obliczy tangens kata ACD :

N

teot =—.
84=7

Uwagi

1. Jezeli zdajacy wykorzystuje w rozwigzaniu stosunek podzialu boku 4B inny niz 2:3, to za
takie rozwigzanie otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajacy przyjmuje w rozwigzaniu nieprawdziwg wlasnosé: kat 60° jest podzielony
w stosunku 2 : 5, to otrzymuje 0 punktow.
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Zadanie 9. (0-5)
Wyznacz réwnania prostych stycznych do okregu o réwnaniu x’+ y* +4x—6y—3=0
i zarazem prostopadlych do prostej x+2y—-6=0.

8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
IV. Uzycie i tworzenie rozwigzuje zadania dotyczace wzajemnego polozenia proste;j
strategii. 1 okrggu oraz dwoch okregow na plaszezyznie kartezjanskiej.
(RS.b).

I sposob rozwiazania

Wyznaczamy wspolrzedne $rodka i dlugo§é promienia okregu x° + y° +4x—-6y—-3=0.

-2a =4 -2b=-6

a=-2 b=3

r’=a’+b’—c

r’=(-2)+3-(-3)

r* =16

r=4

Zatem $rodek okregu ma wspotrzedne (-2, 3), a promien r =4 . Proste styczne do okregu sa

prostopadie do prostej y=—%x+3. Zatem mozna opisa¢ je rownaniem y=2x+b lub

|(=2)-2)+1-3-5| 4

—2x+ y—b =0, Ich odleglos¢ od srodka okregu jest rowna 4, wigc
JE2) 41
4+3-b|

V5
7-b|=445
T-b=45 lub 7-b=—4+/5
b=7-45 lub b=T7+4+5
Zatem proste styczne do okregu x>+ y’*+4x—-6y—-3=0 i prostopadle do prostej
x+2y—6=0 maja rownania: y=2x+?—4\/§iy=2x+?+4\/§ ,

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIRZAMIA ueiuieeiiieiainisiaiiisiiiis it sae e b s ae b s s bbb s s b s s e b SR e b s b e s bbb sb b bR s bR e 1p.
Zdajacy

e wyznaczy wspolrzedne $rodka okregu x” +y> +4x -6y —-3=0: (-2,3)
albo

¢ wyznaczy wspolczynnik kierunkowy prostych stycznych: a =2

ina tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStofny POSEEP w.ccvvveescnercnicinrsiennssnnsssncesnnssanssnnsssnsssnnsssnsssnnes 2p.
Zdajacy wyznaczy wspolczynnik kierunkowy prostych stycznych oraz promien okregu:

y=2x+bir=4
ina tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Strona 29 z 38



Pobrano z arkusze24.pl

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........cccocnnmnenisnnninnnnnmnssassms. 3p.
Zdajacy zapisze zwigzek opisujacy odleglos¢ prostych stycznych od $rodka okregu:

4+3- b|_
-

Rozwigzanie prawie calkowite .....cccuviiiniinninniinininnsininiinisiinisnisssinssiessssnsmsnnens 4 p.
Zdajacy wyznaczy wspolczynnik b: b =7 — 45 1ub b=7+445.

1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

ROZWIQZANI€ PEINE ettt cases s sssessss s ssssssss s s anasasasasasanenes 5p.
Zdajacy zapisze rownania stycznych: y =2x+7 — 45, y=2x+T+ 44/5.

IT sposdb rozwiazania
Roéwnanie prostej prostopadiej do prostej x+2y —6=0 ma posta¢ y =2x+5b.

Rozwigzujemy ukiad rownan, ktory z uwagi na warunki zadania powinien mie¢ jedno
rozwigzanie:
x>+’ +4x-6y-3=0
y=2x+b
x*+(Q2x+b) +4x—6(2x+b)-3=0
y=2x+b
Pierwsze rownanie, po przeksztalceniach, ma postaé 5x” +(4b—8)x+b”> —6b—-3=0.
Roéwnanie to ma jedno rozwigzanie, gdy A =0.
A=(4b—8) —20(p> — 6b —3)=—4b> + 56b + 124
—4b*> +56b+124=0
b*—14b-31=0
2
A, =196+124 =320 = (845)

#:7—4\5 b, =

2

—ﬂﬂ%@

b, =

Zatem proste styczne majg rownania: y =2x+7 — 45 i y=2x+T7+ 445 .

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAIIA cueereceeiercresneeaeaniacsnsesss e ss s s es s s sr e sas s s s s s s s s s sn s a s s e s s s s e s s ne s s aeasasasanasasssanes 1p.
x*+ 3y +4x—-6y-3=0

y=2x+b

Zdajacy zapisze uklad rownan {

1 na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep.......cuucieereeecniciensissssecsnccsssisssssssssnssnnsnns 2p.

Zdajacy przeksztalci uktad rownan do rownania kwadratowego z jedng niewiadoma, np.:
5x> +(4b—8)x+b* —6b-3=0

1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3p
Zdajacy zapisze warunek istnienia jednego rozwigzania réwnania
5x>+(4b—8)x+b>—6b—3=0: A=0, czyli—4b> +56b+124 =0 lub 6> —14b-31=0

i na tym zakonczy lub dalej popetini bledy.

Rozwigzanie prawie calkowite......iiiiiiininnninninicinnsnnsnisnninnninicnisssissisneme. 4 p.
Zdajacy rozwiaze réwnanie —4b>+56b+124=0 lub b>—14b—31=0: b=7-4/5 lub
b=T7+4/5

i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

RoZwWigzanie Pele iiiiinininiiiiiiiniineissicsississnsisissiesississssisnssteas s snsssnees 5p.
Zdajacy zapisze rownania stycznych: y =2x+7 — 445 i y=2x+T7+ 445 .

111 sposob rozwigzania
Wyznaczamy rownanie prostej rownoleglej do prostej x+2y—6=0 i przechodzacej przez

$rodek okregu x*+y’>+4x—6y—3=0. Zapisujemy rownanie prostej x+2y—6=0

w postaci kierunkowej y=—%x+3. Wspolczynnik kierunkowy prostej réwnolegle] jest

rowny —% . Wyznaczamy wspolrzedne $rodka okregu x” + y* +4x—6y -3 =0:

—-2a=4 -2b=—6
a:—2 b=3

Zatem $rodek okregu ma wspolrzedne (-2, 3). Prosta réwnolegla do prostej y = —%x +3,
przechodzaca przez érodek okregu x* + y* +4x—6y—3 =0, maréwnanie y = —%x +2,

: 1 :
Wyznaczamy wspolrzedne punktow wspolnych prostej y =—Ex+2 z okrggiem

x> +y* +4x—6y—3 =0, rozwiazujac uklad réwnan.

1

=—=x+2
P77
kx2+y2+4x—6y—3=0
[ 1

=——x+2
Y=

1 ? 1

X 4| —=x+2| +4x—6| ——x+2|-3=0
| 2 2
[ 1

=——x+2
<y 2

5x% +20x—-44=0
A=1280= (165 )
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x=-2- 16J_ x=-2+1645

{y 340845 {y=3—0,8\/§
Wspotezynnik kierunkowy prostych prostopadtych do prostej y = —%x +2 jestrowny a =2.
Korzystajac ze wzoru na posta¢ kierunkowa prostej wyznaczamy rownania stycznych

do okregu x>+ y* +4x—6y—3=0, przechodzacych przez punkty o wspdtrzednych

e w2

2—— 3+
5

e e P

5

y=3-085 =2(x+2+16v5) i y—3+o,8J§=2(x+2—1,6J§).

Zatem rOwnania stycznych majg postac: y =2x+7 + 44/5 i y=2x+7- 44f5 .

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA coveieiieeisiernsssnsssiasssnisssans s ssas s s sasaassa s a s s s ns s s a s as s a s n s a s sr s n s b nsnn s asansnsnnsnnsnnses 1p.
Zdajacy

e wyznaczy wspotrzedne srodka okregu x* + y> +4x—6y—3=0: (-2,3)
albo

e wyznaczy wspotczynnik kierunkowy prostych stycznych: a =2

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie, w Ktorym jest istofny posteP.....ccuniuensncnnininnninnsssnnsnisisnsisnssssnsssnssssnsssnns 2 p.
Zdajacy wyznaczy roéwnanie prostej rownolegltej do x+2y—6=0 i przechodzacej przez

$rodek okregu x” + > +4x—6y —3=0: y= —%x+2
i na tym zakonczy lub dalej popemni biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......ccoeecerinnseniessninnesnsnssnssssinssesinsssssssnsanssanns 3 p.
Zdajacy wyznaczy wspolrzedne punktow stycznosci prostych:

x=-2-16V5  [x=-2+1645
1
y=3+08J5 |y=3-085

i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktéore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe).....cceieecsiercinsnssnssninsseninssassassnsanasans 4 p.

Rozwigzanie pelne ... 5p.

Zdajacy zapisze roOwnania stycznych: y =2x+7— 445 i y=2x+7+ 445 .
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Zadanie 10. (0-6)

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ABCDS ma dtugoéé a. Sciana
boczna jest nachylona do plaszczyzny podstawy ostrostupa pod katem 2¢. Ostrostup ten
przecigto plaszczyzna, ktora przechodzi przez krawedz podstawy i dzieli na polowy kat
pomiedzy $ciang boczng i podstawg. Oblicz pole powstatego przekroju tego ostrostupa.

IV. Uzycie i tworzenie 9. Stereometria. Zdajacy wyznacza zwigzki miarowe
strategii. w wieloscianach z zastosowaniem trygonometrii (9.b).
Rozwiazanie

Przekroj opisany w zadaniu jest trapezem réwnoramiennym BCQP, gdzie P, Q s3a punktami
nalezacymi odpowiednio do krawedzi bocznych DS i AS. Odcinek KM, gdzie K jest srodkiem
krawedzi BC danego ostrostupa, a M jest $rodkiem odcinka PQ, jest wysokoscig £, tego

przekroju.

Niech ponadto punkt L bedzie $rodkiem krawedzi 4D, za§ O — spodkiem wysokosci
ostrostupa.

Wprowadzamy oznaczenia:
|SL=h, ML=x, PO=b.

Poniewaz kat MLK ma miar¢ 2¢ i ptaszeczyzna BCQP dzieli na polowy kat miedzy $ciang
boczng i plaszczyzng podstawy ostrostupa, to kat nachylenia przekroju do podstawy
ostrostupa ma miare o .

Z twierdzenia sinuséw w tréjkacie MLK obliczamy dtugosci odcinkéw £, oraz x:

h, a X a

sin2e;  sin(180°—3a) sine  sin(180°—3a)’

asin 2o asin
h = x=

14

sin3a sin3a
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W tréjkacie prostokgtnym SOL:

a
cos 20 ==—,
h

=

skad wyznaczamy wysoko$¢ §ciany bocznej ostrostupa

_a
2cos2a
Korzystajac z podobiefistwa trojkatow ADS i POS otrzymujemy réwnosc
_h _a
h—x b’
e . h _a. e
Przeksztatcamy rowno$¢ P =3 i wyznaczamy dtugosc krotszej podstawy trapezu b.
-X
Otrzymujemy kolejno:
alh—x
,_alh=x)
h
4 a asino
b= 2cos2a  sin3o
S e
2 cos 2
o a[l— 251n.acos2a’) '
sin3¢

Wyznaczamy pole przekroju:

P=%(a+b)-hp :%[aJr i 2asma’cos2a’j. asin2a

sin3¢ sin3¢

1 [ 2asin & cos 2&] asin 2¢
P=5 ata-— -

sin 3¢ sin3¢

P

_a’sin2o ] sin @ cos 2
sin3a sin 3¢ '

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do pelnego

rozZwigzania Zadania ... s a s n s sb 1p.
Zdajacy

* wyznaczy wysoko$¢ przekroju: h, = as.m Lol

sin 3¢
albo
£k % . a
¢ wyznaczy wysokos¢ §ciany bocznej: h=———
2cos2ax
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albo
e wyznaczy dtugos¢ odcinka x; x = a.sma
sin3¢
albo
e wykorzysta podobienstwa trojkatow ADS i POS i zapisze rownos¢ . = 3
-Xx
i na tym zakonczy lub dalej popelni biedy.
Rozwigzanie, w ktorym jest iStofny POSEED .c.ccvceercersnicinisiensssnnssrniesnnssnnssssnsssnesssnsssnsssanns 2 p.
Zdajacy
. in2 . .
* wyznaczy wysokoS¢ przekroju: A, = as.lns o oraz wysoko$¢ Sciany boczne;j:
sin 3
_a
2cos 2
albo
. , . asin2o . .
* wyznaczenic wysokos¢ przekroju:  h, =— 3 oraz dlugos¢ odcinka x:
sin 3¢
asin
xX=
sin3o
albo
L, _ asina ce _
e wyznaczy dlugo$é odcinka x: x=— 3 oraz wysoko$¢ $ciany bocznej:
sin 3o
_a
2cos 2
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ......c..ccvinninnnsnninninsmssneeemes 4 p.

Zdajacy zapisze rownos$¢, z ktorej mozna wyznaczy¢ b, w ktorej wystepuja wylacznie
wielkosci dane a, & oraz wielkosci wyznaczone wczesniej w zaleznos$ciod ai &
i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale rozwigzanie zadania nie zostalo

doprowadzone do KONCa......ccneiimneninuimimmneiieimsisimimiaismsmsmmsmsasaes 5p.
Zdajacy wyznaczy dtugos¢ odcinka b: b= a[l —M)
sin 3¢¢
i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.
Rozwigzanie Pelne ...ciciiiiiniiiiniiiiisisiisiisiesissssssssisnsssssssssssssssssssssssasssassassnsans 6 p.

. : *sin2 i 2
Zdajacy wyznaczy pole przekroju tego ostrostupa: P = 120 [1 s 0!] .

sin3a sin 3¢
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Uwagi

1. Jezeli w trakcie pokonywania zasadniczych trudno$ci zadania zostaly popetione bledy,
usterki i rozwigzanie zadania nie zostalo doprowadzone do konica, to za takie rozwigzanie
zdajacy otrzymuje 3 punkty.

2. Jezeli zostaty pokonane zasadnicze trudnosci zadania, zdajacy doprowadzit rozwigzanie do
konca, ale rozwiazanie zadania zawiera usterki, ktore jednak nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe), to za takie rozwiazanie zdajacy otrzymuje 5 punktow.

Zadanie 11. (0-3)
Rozwazmy rzut szeScioma kostkami do gry, z ktérych kazda ma inny kolor. Oblicz
prawdopodobiefistwo zdarzenia polegajacego na tym, ze, uzyskany wynik rzutu spetnia
rownoczes$nie trzy warunki:

+ doktadnie na dwoch kostkach otrzymano po jednym oczku;

+ doktadnie na trzech kostkach otrzymano po sze$¢ oczek;

+ suma wszystkich otrzymanych liczb oczek jest parzysta.

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
i kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbg
permutacji, kombinacji i wariacji do zliczania obiektow

IV. Uzycie 1 tworzenie w sytuacjach kombinatorycznych; wykorzystuje wlasnosci

Firaleg. prawdopodobienstwa i stosuje twierdzenie znane jako
klasyczna definicja prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen (R10, 10.d).
Rozwiazanie

Zdarzeniami elementarnymi sg szeScioelementowe ciagi (k,,k,,k,,k,,k;,k,), k, € {1,2,3,4,5,6}.

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna|§2‘ =6° = 46656

Niech 4 oznacza zdarzenie: uzyskany wynik rzutu spetnia rownoczesnie trzy warunki:
+ doktadnie na dwéch kostkach otrzymano po jednym oczku;
+ doktadnie na trzech kostkach otrzymano po sze$¢ oczek;
« suma wszystkich otrzymanych liczb oczek jest parzysta.

Doktadnie dwie kostki, na ktorych wypadnie Scianka z jednym oczkiem, wybieramy na

6
[2] =15 sposobow. Doktadnie trzy kostki, na ktérych wypadnie po sze$¢ oczek wybieramy

4
z czterech pozostatych na [3]=4 sposoby. Suma liczb oczek uzyskanych na tych pieciu

kostkach jest parzysta, a zatem na ,,szostej” z kostek musi wypas¢ parzysta liczba oczek
rozna od 6, co daje dwie mozliwosci.

W rezultacie

6) (4
l4=| .||, |2=15-4-2=120.
2)\3
120_20 _ 5

Prawdopodobiefistwo zdarzenia 4 jest wigc rowne P(A)=——=—...= .
6 6 1944
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny PoSteP ....ccccvccieccsicnsiensinicnisnsssnssssnnsissssassnnssanssnnans 1 p.
Zdajacy
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: ‘Ql =6°=46656
albo
e obliczy liczbg sposobow, na jakie mozna wybra¢ doktadnie dwie kostki, na ktorych
6
wypadnie $cianka z jednym oczkiem: [2]
albo
e obliczy liczbg sposobow, na jakie mozna wybra¢ doktadnie trzy kostki, na ktorych
6
wypadnie $cianka z szeScioma oczkami: [3)
albo

e zapisze, ze na ,,szostej” z kostek musi wypas¢ parzysta liczba oczek rozna od 6:

21lub 4
ina tym koficzy lub dalej popetnia biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ......c.cccvinninnnsnninninsnssemes 2p.

Zdajacy
e obliczy liczbg sposobow, na ktore mozna wybraé, doktadnie dwa razy Scianke
z jednym oczkiem i doktadnie trzy razy $cianke z szeScioma oczkami oraz suma
wyrzuconych liczb oczek jest parzysta: 120

albo
e obliczy liczbe¢ wszystkich zdarzen elementarnych: |Q‘=66=46656 oraz liczbe
sposobow, na ktore mozna wybra¢ dokladnie dwie kostki, na ktérych wypadnie
Scianka z jednym oczkiem i doktadnie trzy kostki, na ktorych wypadnie $cianka
6) (4
z szeScioma oczkami np. .
2/\3
albo

e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: ‘Q| =6° zapisze, ze na szostej

z kostek musi wypasc parzysta liczba oczek rézna od 6: 2 lub 4 oraz obliczy liczbg
sposobow, na jakie mozna wybra¢ dokladnie dwie kostki, na ktérych wypadnie

6
$cianka z jednym oczkiem: [2]
e obliczy liczbe wszystkich zdarzefi elementarnych: ‘QI=66 zapisze, ze¢ na Szostej

z kostek musi wypas¢ parzysta liczba oczek rézna od 6: 2 lub 4 oraz obliczy liczbg
sposobéw, na jakie mozna wybra¢ doktadnie trzy kostki, na ktérych wypadnie

6
Scianka z szesScioma oczkami, [3

i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Strona 37 z 38



Pobrano z arkusze24.pl

Rozwigzanie pelne......eiiniiiiniiiieiieissisisssisssisissisissss 3p.

Zdajacy

e obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: 162—:)

Uwagi

1.

Zdajacy nie musi zapisywac explicite liczby wszystkich zdarzen elementarnych,
wystarczy, ze liczba 6° wystapi w mianowniku utamka, o ile utamek ten bedzie liczba
dodatnig i mniejszg od 1.

. Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do konca i otrzyma P(4)>1 lub P(A4)<0, to za cale

rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

. Jezeli zdajacy popelnia bledy merytoryczne w korzystaniu z definicji prawdopodobiefistwa

A
P(4)= u , mylac modele Q i zdarzenia A, to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

(9)

120
. Jezeli zdajacy poda tylko wynik kohcowy P(A) = ok to otrzymuje 1 punkt.
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