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Matematyka - poziom rozszerzony '

KLUCZ ODPOWIEDZI DO ZADAN ZAMKNIETYCH

Nr zadania 1(2|13|4]|5
Odpowiedz ([ C|B | C|D| A

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania ogolne Wymagania szczegélowe

II. Wykorzystanie i interpretowanie 11.2. Rachunek rézniczkowy.

reprezentacji. Zdajacy oblicza pochodne funkcji wymiernych.
Rozwigzanie
M (x) = (26 -x)(x+1)-(28% - x)(x+ 1) C(4x-1)(x+1)-(2x°-x)

amy f'{x)= (x+ 17 - (x+ 17 |
oy (a1-)(+1)-(2:1°-1) s

Odpowiedz
C

Schemat punktowania
1 pkt - za poprawng odpowiedz
0 pkt — za bledna odpowiedz lub brak odpowiedzi

Zadanie 2. (0-1)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegolowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie 11.1. Rachunek rézniczkowy.
reprezentacji. Zdajacy oblicza granice funkgji (i granice jednostronne),

korzystajac z twierdzen o dzialaniach na granicach
i z wlasnosci funkcji ciaglych.

2.1. Wyrazenia algebraiczne.

Zdajacy uzywa wzoréw skréconego mnozenia na
(ax by oraz a’ + b’

Rozwiazanie

hmﬂ: lim (x_z)(x2+2x+4) — hmw =4
=l xt-x-2 x—12 (x—2)(x+1) x—2 x+2
Odpowiedz

B

Schemat punktowania
1 pkt - za poprawng odpowiedz
0 pkt — za bledna odpowiedz lub brak odpowiedzi

M= 17
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Zadanie 3. (0-1)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

II. Wykorzystanie i interpretowanie
reprezentacji.

IV etap edukacyjny - poziom podstawowy

1.4. Liczby rzeczywiste.

Zdajacy oblicza potegi o wykladnikach wymiernych

i stosuje prawa dziatan na potegach o wykladnikach
wymiernych.

IV etap edukacyjny - poziom rozszerzony

1.2. Liczby rzeczywiste.

Zdajacy stosuje w obliczeniach wzér na logarytm potegi
oraz wzor na zamiane podstawy logarytmu.

Rozwiazanie

_3 1
(3 / 16)ﬁg52 — (2%)&“(?@52 — 2@ — 2I0g35 — 5

Odpowiedz
C

Schemat punktowania
1 pkt - za poprawng odpowiedz

0 pkt - za bledna odpowiedz lub brak odpowiedzi

Zadanie 4. (0-1)

Wymagania ogdlne

Wymagania szczegotowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

IV etap edukacyjny - poziom podstawowy

6.1. Trygonometria.

Zdajacy wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci
funkgji sinus, cosinus i tangens katoéw o miarach od 0°
do 180°.

IV etap edukacyjny - poziom rozszerzony

6.5. Trygonometria.

Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy
katéw, sume i réznice sinusow i cosinuséw katow.

Rozwiazanie
Zauwazmy, ze proste y = -2x + 4 i y = -2x s3 réwnolegle, L\ =\
wiec tworzg z osig Ox ten sam kat rozwarty «. Z twierdzenia SN

Pitagorasa mamy:

2

D
B
|OP| = /(1P + 27 = /5, wiec sin = —=, cosa = - P(-1,2) ”\
¥ ‘/E N \/E a"
1
\

Zatem sin2q = 2 sine cos¢ = 2 - —==-
J5 /s

Odpowiedz
D

Schemat punktowania
1 pkt — za poprawng odpowiedz

.‘,_3\1:

AT al
<y

4 0
5

A\

0 pkt - za btedna odpowiedz lub brak odpowiedzi

217
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Zadanie 5. (0-1)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy:

4) oblicza odleglos$¢ punktu od proste;j.

5) postuguje sie réwnaniem okregu (x — a)* + (y - b)* = r*
oraz opisuje kota za pomocg nieréwno$ci.

Rozwiazanie
Promien okregu r jest réwny odlegtosci srodka okregu S od stycznej:
-2+4+7
"= J|12+JE_2|)2 = ,/SE = \@ Réwnanie tego okregu ma postac (x +2)* + y* = 5.
Odpowiedz
A

Schemat punktowania

1 pkt — za poprawng odpowiedz

0 pkt — za bledna odpowiedz lub brak odpowiedzi

KLUCZ OCENIANIA ZADAN OTWARTYCH

Zadanie 6. (0-2)

Wymagania ogdlne Wymagania szczegotowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie 3.4. Réwnania i nieréwnosci.
reprezentacji. Zdajacy stosuje twierdzenie o reszcie z dzielenia
wielomianu przez dwumian x - a.

Przykladowe rozwigzanie

Z twierdzenia o reszcie wynika, ze R = W(-1), wiec W(-1)> 4.
a’(-1)*P + (8 +a?)(-1)"“ - 7a+ 6 =4
—a’+8+a*-7a+6 =4

- 7a =2-10

Pt

Zatem najwieksza warto$¢ parametru a jest rowna % =1,42857...

Kodujemy cyfry: 1, 4, 2.

Schemat oceniania

Zdajacy OLFZYINUJE ........ouoeiinieiiititie et sttt ses st e i st st st s es st a0 s se e ss s sssssasenenses 2 PKE
gdy zakoduje cyfry: 1, 4, 2.

Uwaga

Nalezy zakodowac cyfry otrzymanego wyniku, a nie wyniku przyblizonego, zatem kodujemy cyfry
1,4,2,aniel, 4, 3.

A= 17
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Zadanie 7. (0-2)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie 5.2. Ciagi.
reprezentacjl. Zdajacy oblicza granice ciggdw, korzystajac z granic

ciagdw typu %, # oraz z twierdzen o dziataniach

na granicach ciggéw.

Przykladowe rozwigzanie
Ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego wynika, ze

- 2 2
2+5+8+ - +(3n—1)=%ﬁl)-n =3n%,wi¢c a, = Zf;nij;)’
Obliczamy granice: lim nien__ = lim i =3 =0,375.
2(2n-3) - 2(2_%)2 g
Kodujemy cyfry: 3, 7, 5.
Schemat oceniania
Zdajacy OtFZYIMUJE ......cuiiiiiiiiiiniet sttt s s sss sttt es s senssse e s ssns s 2 PKE

gdy zakoduje cyfry: 3,7, 5.

Zadanie 8. (0-2)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
II. Wykorzystanie i interpretowanie 5.3. Ciagi.
reprezentacji. Zdajacy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne
i oblicza ich sumy.

Przykladowe rozwigzanie

Cigg geometryczny jest zbiezny do zera, gdy jego iloraz spelnia warunek | g| < 1. Wtedy réwniez suma
wszystkich jego wyrazow, czyli szereg geometryczny, jest zbiezna. Szereg utworzony ze wszystkich
wyrazow ciggu geometrycznego o numerach parzystych jest réwniez zbieznym szeregiem
geometrycznym o ilorazie ¢’ = ¢°. Ze wzoru na sume szeregu geometrycznego mozemy zapisac

réwnosc: lfilq =F- 11_; Z zalozenia, ze a, > 0 (a wiec rézne od zera) oraz |g| < 1 (a wiec g # 1),

mozemy obie strony réwnania podzieli¢ przez a; i pomnozy¢ przez q - 1. Otrzymujemy wowczas:
7 .

1 =1 yezylil+g=7q Stadg= -

l+gq

Schemat oceniania

Zdajacy otrzymuje ... .. 1 pkt
gdy wywnioskuje, ze szereg utworzony ze wszystklch wyrazow zbieznego ciggu geometrycznego
o numerach parzystych jest zbieznym szeregiem geometrycznym.

ZAajaCy OLIZYINUJE ..o iriistssiasas st sss s s s s bt st snas s s st s s sn s ssssssssssssassssss s s s 2 PKE
gdy zauwazy, ze ¢’ = g* i obliczy iloraz tego ciggu: g = %

S =17
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Zadanie 9. (0-2)

Wymagania ogolne

Wymagania szczegolowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

10.1. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka.

Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji,
kombinacji, wariacji i wariacji z powtérzeniami do
zliczania obiektéw w bardziej zlozonych sytuacjach
kombinatorycznych.

Przykladowe rozwiazanie

Tworzac liczby szesciocyfrowe spelniajace warunki zadania, musimy uwzglednic to, ze:
— liczba ma by¢ parzysta, zatem cyfre jednosci wybierzemy sposrod {2, 4, 6},

- maja by¢ dokladnie trzy cyfry 5, zatem miejsca dla nich wybierzemy na ( g ) sposobow

(cyfra jednosci nie moze by¢ 5),

- pozostaja jeszcze dwa puste miejsca, na ktore mozemy wybrac po jednej cyfrze ze zbioru

{1, 2,3, 4, 6}.
Zatem z reguly mnozenia otrzymujemy:
3 (3) - s =32h25=750,
wybor cyfry  wybor miejsc wybor
jednosci dlatrzech5  pozostalych cyfr

Schemat oceniania

Zdajacy OIFZYINUJE ........ouoeiinieiiiririe et sttt ses s s ss sttt st st snes st s ssssseessssessssnsssssasesenses 1 PKE
gdy zapisze regule mnozenia z opisem, np.: 3 : ( g ) . 5'5
wybor cyfry  wybor miejsc wybor
jednoéci dla trzech 5  pozostalych cyfr
Zdajacy otrzymuje ... .. 2 pkt

gdy obliczy szukana hczbq 750.

Uwaga

Jesli zdajacy zapisze 3 - ( g ) 5-5 = 750, to otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 10. (0-3)

Wymagania ogdlne

Wymagania szczegolowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii.

6.5. Trygonometria.
Zdajacy stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy
katow, sume i roznice sinusow i cosinusow katow.

Przykladowe rozwiazania

I sposéb

. . T
Korzystamy Ze WZOrow SIH(EL - Cl') = COS¥ oraz

sine + sinf$ = 2sin L(a’ +p) cosL(a' - B) i przeksztatcamy wzér funkgji:

flx)=2+ 51n(2x+ %) +c0s2x =2 + SLn(2x+ %) + sm( Zx)

flx) =2+ 2sin> (2x+

flx)=2+ ﬁcos(lﬂc

o\|*1 N

+ % —2x)c05%(2x+ %—%— Zx) 2+ 2sin gcos(Zx— %)

L= 17
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Poniewaz -1 < cos < 1, wiec —ﬁ \/Ecosa' 3, stad

2-/3<2+/3cose <2+ 3,gdziea'=2x—€
Zatem zbiorem wartosci funkeji fest przedziak: (2-4/3,2 +4/3).
11 sposéb

Korzystamy ze wzorow cos(_% - a') = sin@ oraz

cosa + cosff = 2COS%(Q' + B)cos%(a’ - [3) iprzeksztalcamy wzér funkcji:

flx)=2+ sin(2x+ £ )+ cos2x =2 + cos( -2x- g )+ cos2x

flx) =2+ 2cos 2( -2x- 6 + 2x)cos ;(; 2x —FL— Zx) =2+ ZCOS%COS(%— Zx)
filx)=2+ s/gcos(—L - Zx)

Poniewaz -1 < cos& < 1, wiec -/3< fcosa'éﬂ,
T

stad 2-¢/3 <2+ y/3cosa <2 +4/3, gdzie @ = T - 2x.
Zatem zbiorem wartosci funkeji fjest przedziak: (2-4/3, 2 +4/3).

=)}

Schemat oceniania obu sposobow
Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny postep ............ccviiiiiernininnisnsssisisnississsssssssssssssssesssessnenns 1 PKE

Zapisanie wzoru funkcji w postaci f{x)= 2+ sin(_Zx + %) + sin(% - Zx)
albo flx)=2+ cos( -2x- )+ COS2X.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2 P
Zastosowanie wzoru na sume sinusow i zapisanie wzoru funkcji w postaci

fix)=2+ ‘/_cos(Zx - —) albo wzoru na sume cosinuséw i zapisanie wzoru
funkcji w postaci flx) =2+ \/gcos( Zx)
Rozwigzanie pelne .............co.... ret ettt ettt es s s st et st sttt s e s s e sessesssnsssnseneens 3 PKE

Wyznaczenie zbioru wartosci: (2 \/_ 2+[>

Zadanie 11. (0-3)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

V. Rozumowanie i argumentacja. 3.2. Réwnania i nieréwnosci.

Zdajacy rozwigzuje réwnania i nieréwnosci liniowe

i kwadratowe z parametrem.

IV etap edukacyjny - poziom podstawowy

2.1. Wyrazenia algebraiczne.

Zdajacy uzywa wzordw skroconego mnozenia na (a + b)?
oraz a® - b%.

Przykladowe rozwigzanie
Przeksztalcamy réwnanie paraboli:

y= J2(x* - 8x+16)-2
y=v2(x-4p-2
y+2=42(x-4)

T 17
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Zauwazmy, ze dla calkowitych liczb x i y lewa strona jest liczba calkowita, a prawa strona jest liczba
niewymierng albo zerem w zaleznosci od wartosci x. Zatem réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy (x - 4)* =0, stad x = 4. Wtedy réwniez y + 2 = 0, czyli y = -2. Wynika stad, ze jedynym punktem
o obu wspoélrzednych catkowitych nalezacym do paraboli o réwnaniu y = V2x*-8/2x+16y2-2
jest punkt P = (4, -2).

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtNy POSLEP ........cccoueeiirererreeirreeeneseiessessesssnesesesessassssesesesesenens 1 PKE
Zapisanie réwnania w postaci y = y/2(x -4) -2, gdziex, y € C.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2 PKE
Zapisanie rownania w postaci y+2 = \/E(x -4) izauwazenie, Ze po jego lewej stronie znajduje sie

liczba catkowita, a po prawej — iloczyn liczby niewymiernej i calkowitej.

Rozwigzanie pelne ... e .. 3 pkt
Zapisanie wniosku: ﬂoczyn hczby niewymiernej i CEI]TkOWlte.'J Jest rowny hczb1e Cﬂ]kaWlteJ wtedy

i tylko wtedy, gdy liczba catkowita jest réwna zero, czyli gdy (x - 4)* =0, stad x = 4. Wtedy y + 2 = 0,
czyli y = -2. Zatem jedynym punktem o obu wspélrzednych calkowitych nalezagcym do krzywej jest
P=(4,-2).

Uwaga
Zdajacy moze przeprowadzi¢ rozumowanie na réwnaniu w postaci y = ﬁ(x -4y -2.

Zadanie 12. (0-3)

Wymagania ogolne Wymagania szczegélowe

V. Rozumowanie i argumentacja. 7.5. Planimetria.

Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich
z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdzenia
cosinusow.

Przykladowe rozwigzania

I sposob

Drugie réwnanie dzielimy przez 2, a nastepnie odejmujemy réwnania stronami.

Q=17
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Otrzymujemy:
21 2 142
X ->a b
‘4 b? v 2a% + b’
X = %,czyli xX=""m—.

Stosujemy definicje cosinusa w tréjkacie prostokatnym i twierdzenie cosinuséw w tréjkacie ABD

cosa = 5
P A 2b
i zapisujemy uklad réwnan :
x?=a’+ b’ -abcos

2
Podstawiamy wyznaczony cosinus do drugiego réwnania i otrzymujemy: x* = a’+ %

2a% + b V2a’ + b’

Stqd x? = = = Czyli X = 5

_a_
2}

Schemat oceniania obu sposobow

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny postep ...........cciiiicicicinnicininiicii s .. 1 pkt
Wprowadzenie oznaczen (np. jak na rysunku) i zastosowanie tw1erdzema cosinusow do thkqta
ABC lub ADClub ABD lub uzycie definicji cosinusa w tréjkacie prostokatnym.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2 P
a
= 2 b b cosa cos =25
Zapisanie uktadu réwnan 4 albo )
= 2b* -2b*cosa x*=a’+—b’*-abcosa

Rozwigzanie pelne ... i

. .. 3 pkt
b_z
4

H
ta e

Wyprowadzenie z ukladu rownania bez cosinusa, np. x* - Lgz - %bz albo x*=a’+

2

iwyznaczenie x: x = )

0O~ 17
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Zadanie 13. (0-3)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. 4, Funkgje. Zdajacy:
2) szkicuje wykresy funkcji logarytmicznych dla réznych
podstaw.

1) na podstawie wykresu funkcji y = f{x) szkicuje
wykresy funkcji y=| flx)|,y =c- f(x), y = flcx).

IV etap edukacyjny - poziom podstawowy

4.4. Funkcje.

Zdajacy na podstawie wykresu funkgji y = flx) szkicuje
wykresy funkcji y = f(x + a), y = fix) + a, y = - f(x),

y = fl-x).

Przykladowe rozwigzanie
Wykonujemy kolejne przeksztalcenia wykresu funkgji logarytmicznej:

g(x)_loglx”—“*“lh(x)—log 1 (x+4) 2 f(x) =|log1 (x +4) |, D= (-4, o)

7
ol | %
Nastepnie interpretujemy graficznie réwnanie z parametrem (rysunek | | | 74 [ | |
obok). Zeby réwnanie mialo dwa ujemne rozwigzania x, i x,, musi by¢ | - -
spetniony warunek m € (0, 2). S\ VS L, e
f +=1

Xy X |0 Il X

1
Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny postep ...........ccouiiiiciiicisnicininivciniisiiiisss e cesesesensnneens. 1 PRt
Narysowanie wykresu funkcji f(x) = |log% (x+4) |
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..o 2 PKE

Narysowanie w tym samym ukladzie wspoélrzednych wykresu y = m i zaznaczenie punktow przeciecia
obu wykresow.

Rozwigzanie pelne ... s 3 PKE
Podanie odpowiedzi: Rowname ma dwa ujemne rozwigzania dla m e (0 2)

Zadanie 14. (0-3)

Wymagania ogélne Wymagania szczegolowe
IV. Uzycie i tworzenie strategii. 11.3. Rachunek rézniczkowy.
Zdajacy korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji
pochodne;j.

T e 17
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Przykladowe rozwigzanie

Przeksztalcamy prosta do postaci kierunkowej: y = %x— 3. Z warunku prostopadtosci, styczna do
wykresu wielomianu ma rownanie y = -2x + b. Wspolczynnik kierunkowy stycznej jest rowny
pochodnej wielomianu w punkcie stycznosci P = (x,, f(x,)): a = f'(x,) = -2.

Wyznaczamy funkcje pochodng wielomianu: f'(x) = 3x” - 6x + 1 i zapisujemy réwnanie:

3x, —6xy+1 = -2

3xl-6x+3=0 [:3

(xo=1F =

xo =1, flxg)f(1) =-1, czyli punkt stycznoéci P = (1, -1).

Wyznaczamy réwnanie stycznej, korzystajac ze wzoru y — f(x,) = f'(x0)(x - x):
y+1=-2(x-1),zatem y = -2x + 1.

Uwaga

Zdajacy moze wyznaczy¢ réwnanie stycznej, korzystajac z informacji, Ze punkt P nalezy do stycznej
o réwnaniu y = -2x + b.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny postep ...........cceiiiiciiicinnicininiicininiisiiiises e eesesesesnnenens. 1 Pt
Wykorzystanie warunku prostopadlo$ci i zapisanie réownosci: a = f'(x,) = -2.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..o 2 PKE
Wyznaczenie funkcji pochodnej: f'(x) = 3x* - 6x + 1 i rozwigzanie rownania:

f'(x0) =-2 dla x, = 1.

Rozwigzanie pelne ... s 3 PKE

Obliczenie f(1) = -1 i podanie réwnania stycznej: y = -2x + 1.

Zadanie 15. (0-3)

Wymagania ogélne Wymagania szczegolowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 10.2. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka.
Zdajacy oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Przykladowe rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie trzywyrazowe ciagi o réznych wyrazach ze zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8, 9}, czyli wariacje bez powtorzen.
Wprowadzamy oznaczenia:
A - utworzono liczbe podzielng przez 3,
B - iloczyn pierwszej i drugiej cyfry wynosi 8.
Zauwazmy, ze liczba jest podzielna przez 3, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3.
|AnB]
| B

Mamy obliczy¢ prawdopodobienistwo warunkowe P(A|B) =

11 = 17
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Zdarzeniu B sprzyjaja wariacje postaci: (1, 8, a), (2,4, b), (4, 2, ¢), (8, 1, d), gdzie trzeci wyraz
kazdego z tych ciggéw mozna wybra¢ na 7 sposobow (wyrazy nie moga si¢ powtorzyc).

Zatem |B|=4-7.

Zdarzeniu AN B sprzyjaja wariacje postaci: (1, 8, a), (2, 4, b), (4, 2, ¢), (8, 1, d), przy czym 3 |a +9
i3|b+6i3|c+t61i3|d+9. Poniewaz suma dwdch pierwszych cyfr w kazdym z wymienionych
przypadkow jest podzielna przez 3, wiec

a,b,c,d €{3,6,9}. Zatem |[ANB|=4-3.
|AnB| 4.3 3
B] ~47°-7

Stad P(A|B) =

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny postep ..........ccovuviiiimiininssnnsieiiiisssssssssss s s sesssssssnenns 1 PKE

Wprowadzenie oznaczen, np.:

A - utworzono liczbe podzielng przez 3,

B - iloczyn pierwszej i drugiej cyfry wynosi 8

i zauwazenie, ze liczba jest podzielna przez 3, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3, oraz ze trzeba

obliczy¢ prawdopodobienistwo warunkowe P(A|B) = |A|E|B |

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..o 2 PKE
Obliczenie |B|=4-7 lub |ANB|=4"3.

ROZWIgZanie Pelne ..ot s sttt st es s snenens 3 PKE

Obliczenie prawdopodobienistwa warunkowego P(A |B) = %

Zadanie 16. (0-6)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. IV etap edukacyjny - poziom podstawowy

4.12. Funkcje.

Zdajacy wykorzystuje wlasnosci funkcji liniowej

i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp. (takze osadzonych
w kontekscie praktycznym).

IV etap edukacyjny - poziom rozszerzony

8.5. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej.
Zdajacy postuguje sie rownaniem okregu

(x —a)? + (y - b)? = ¥ oraz opisuje kota za pomoca
nieréwnosci.

2.2. Wyrazenia algebraiczne.

Zdajacy dzieli wielomiany przez dwumian ax + b.

Przykladowe rozwiazanie

Wyznaczamy wspolrzedne wierzchotka paraboli:
_ b _ 2k _

Ye= g =7 =k

Yy =k -2k +2k* -4k + 4= k> -4k + 4

1= 17
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Wierzchotek W = (x,,, y,,) nalezy do kola, gdy jego wspoltrzedne spelniajg nieréwnos¢:
(x-3)? + (y - 2)? < 5. Podstawiamy wsp6lrzedne wierzcholka:

(k-3)*+ (k* -4k +4-2)* <5

i porzadkujemy nieréwnosc:

k?-6k+9+ (k> -4k +2)(k* -4k +2) <5

kK2 -6k+9+k*-8kK+20k*-16k+4-5<0

k* - 8k®+21k*-22k+8<0

Rozkladamy wielomian na czynniki, wykorzystujac twierdzenie o pierwiastkach calkowitych
wielomianu o wspélczynnikach catkowitych i dzielenie przez dwumian. Otrzymujemy np.:
(k- 1)(k-2)(k*-5k+4)<0

(k-1)*(k-2)(k-4)<0

Pierwiastkami wielomianu s3: k; = 1 (dwukrotny), k, =2, k; = 4.

Szkicujemy pogladowy wykres i odczytujemy zbidr rozwigzan nieréwnosci:

Wierzchotek paraboli nalezy do danego kotadla k € {1}U(2,4).

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego roZWIgdZania ...........cco.ovieiiieieeeiecee e sttt an s s snasenessessseenens. 1 PKE

x, =k
Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka: { k44 lub zapisanie nieréwnosci:
(x- 37+ (y- 27 <5, =

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep ... s s s 2 PKE

Zapisanie nieréwnosci wynikajacej z faktu, ze WLerzchol’ek paraboh nalezy do kota
(k-3)*+ (k* - 4k + 2)*< 5.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..............coovviiiinveneseenese s 4 PKE
Zapisanie nieréwnosci w postaci iloczynowej, np.: (k - 1)(k - 2)(k* - 5k + 4) <0

lub (k- 1)*(k - 2)(k - 4) <0.

Uwaga

Jezeli zdajgcy zapisze nieréwno$¢ w postaci uporzadkowanej: k* - 8k* + 21k? - 22k + 8 <0

i poprzestanie na tym lub dalej popelni bledy rzeczowe, to otrzymuje 3 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnoséci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ............ccoooovvvvviniccveseseesese e 3 pkt

Blad w wyznaczaniu pierwiastkow wielomianu i konsekwentna odpowiedz albo usterka w rozwiaza-
niu nieréwnosci (,,zgubienie” jedynki, niedomkniecie przedziatu).

Rozwigzanie pelne .................... ettt s ettt e e et et ens et s asse e e nsnenes s nnnsans O PKE
Rozwigzanie nierdwnosci: k S {I}U (2 4)

12 = 17
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Zadanie 17. (0-6)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe

IV. Uzycie i tworzenie strategii. 9.2. Stereometria.

Zdajacy okresla, jaka figura jest dany przekroj
graniastostupa lub ostrostupa plaszczyzna.

IV etap edukacyjny - poziom podstawowy

7.3. Planimetria.

Zdajacy rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje
(takze w kontekstach praktycznych) cechy podobienstwa
trojkatow.

Przykladowe rozwigzanie

Sciana ABS jest tréjkatem prostokatnym réownoramiennym, wiec | SB| = ay/2 . Z twierdzenia
Pitagorasa w trojkacie ACS mamy: |SC|P = |ACE +|ASP = (ay/2) +a® = 3a czyli | SC| = ay/3.
Zauwazmy, ze w przekroju otrzymujemy deltoid AEFG, musimy wiec wyznaczy¢ diugosci jego
przekatnych AF oraz EG. Z faktu, ze plaszczyzna przekroju jest prostopadla do krawedzi CS
wynika, ze AF jest wysoko$cig trojkata prostokagtnego ACS opuszczong na przeciwprostokatna.

Korzystajac np. ze wzoru na pole tréjkata, mamy: | Ac |2| AS| = | pe |2| AL I , stad

a*y/2 = a3 | AF|, czyli | AF| = a36.

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie AFS obliczamy:

)‘: 33‘ ,czyli | SF| = .:1,35.
Zauwazmy dalej, Ze prostokatne sa trojkaty BCS (np. z twierdzenia o trzech prostych prostopadlych)
i FES (bo przekroj jest prostopadly do CS). Ponadto z cechy (kkk) tréjkat BCS jest podobny

SE SF
do trojkata FES. Prawdziwa jest zatem rowno$¢: ||SC|| = —|| SB I,

3
|sc||sF| aﬁ-—“‘[ ay2
= zatem | SE | =
| SB| a2’ 2
| SE|

Zauwazmy jeszcze, ze AEGS ~ABDS wskali k = 1SB] =

|SEF =|ASF-|AF[ = az_(“;’

z ktorej wynika, ze

|SE| =

wicc | EG|=5|BD| = ""‘f.

1.:16.:1\/5_.:12\/?
32 - 6 -

Mozemy juz obliczy¢ pole przekroju: P, = %-|AP |'|EG|= 5

1
2 ¥

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania ... ssessssssssseneee. 1 PKE

Wprowadzenie oznaczen (np. jak na rysunku), zauwazenie, ze przekrojem ostroslupa jest
deltoid AEFG i obliczenie: | SB|= ay/2, | SC| = ay/3.

1A =17
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Rozwigzanie, w KtOrym jest istotny postep ..........oereniniiniernesinisreessssesinssssessessssssssssssessenens 2 PKE

Obliczenie przekatnej AF deltoidu AEFG: | AF | = a‘_,{g :

Pokonanie zasadniczych trudnodci zadania ..o 4 pkt

Obliczenie | SF | = 2 33 i zauwazenie, ze trojkat BCS jest prostokatny i podobny do tréjkata FES,

stad | SE|= a22 .

Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy | SF| = : 3 s i poprzestanie na tym lub dalej popelni bledy rzeczowe, to otrzy-

muje 3 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..., 5 pkt
. . |SE| 1 aﬁ . .

Zauwazenie, ze AEGS ~ABDS wskali k = s8]~ 2 stad | EG|= —5— i poprzestanie na tym

lub rozwiazanie do konca z bledem rachunkowym.

ROZWIQZANie PEINE ... e s sttt snenens © PKE

a*y/3

Obliczenie pola deltoidu: Pagrg =~ ¢

Zadanie 18. (0-7)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
III. Modelowanie matematyczne. 11.6. Rachunek rézniczkowy.
Zdajacy stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien
optymalizacyjnych.

Przykladowe rozwigzanie

Wprowadzamy oznaczenia np. jak na rysunku. Zauwazmy, ze | SP | = 43,
| PC| = %| PQ| = 44/2 . Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie PCS mamy:
|SC]=|SPR-|PCP = (4y/3) -(4y2) = 16, wiec | SC| = 4.

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie DBS mamy:

|SBJ=|SD|*+| DB

(4/3V =(4+h)+a’

a’=32-8h-h*

a=+4/32-8h-h?

18 = 17
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Zatem pole trojkata ABC w zaleznosci od jego wysokosci h wyraza si¢ wzorem:

PABC(h): V32-8h-h*-h= \/—h4—8h3+32h2,

gdzie dziedzing tej funkgji jest zbiér D: h € (0, 4¢/3 - 4).

Chcemy obliczy¢, dla jakiej wysokoéci b € (0, 44/3 - 4) funkcja P, okre$lona wzorem

Pusc(h) = /-h" - 8h® + 32h przyjmuje wartos¢ najwieksza.

2

Poniewaz funkcja y = /x jest rosnaca, wystarczy zbadaé funkcje f(h) = —h*—8h’ + 32h°.
Wyznaczamy pochodng tej funkcji: f'(h) = -4h’-24h’ + 64h, D' = D.

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej: f'(h) = 0 < -4h(h*>+6h-16) = 0.

Stad h € {-8, 0, 2.

£
\ GL\‘”ﬁ -

Badamy znak pochodnej funkcji f w dziedzinie:
f(h)>0dlah € (0,2)oraz f(h) <0dlah € (2,443 -4).

Zatem funkcja f jest rosngca w przedziale (0, 2) i malejgca w przedziale (2, 44/3 - 4). Wynika stad,
ze dla h = 2 funkcja f przyjmuje wartos¢ najwigksza, wigc rowniez pole Pyp(h) przyjmuje wartos¢
najwieksza w dziedzinie.

Pozostalo nam wyznaczy¢ dlugosci bokéw trojkata ABC o najwiekszym polu:

a=y32-8h-h*> =243, |AB|=2a =43, | AC|=|BC|=y/(2y/3) +2% = 4.

Ogolny schemat oceniania
Rozwigzanie zadania optymalizacyjnego za pomocg rachunku rézniczkowego sklada si¢ z trzech
etapow:
1. Zbudowanie modelu matematycznego (3 punkty).
2. Zbadanie tego modelu (3 punkty).
3. Wyciagniecie wnioskéw, konicowe obliczenia itp. (1 punkt).
W pierwszych dwodch etapach mozna wyrdznic¢ nastepujace czesci:
1.a) wybor zmiennej i wyrazenie za pomoca tej zmiennej wielkosci, ktére beda potrzebne do
zdefiniowania funkcji,
1. b) zdefiniowanie funkcji jednej zmiennej,
1. c) okreslenie dziedziny tej funkcji,
2.a) wyznaczenie pochodnej i jej dziedziny,
2.b) obliczenie miejsc zerowych tej pochodnej,
2. ¢) uzasadnienie (np. badanie monotonicznosci funkeji), ze funkcja przyjmuje wartosc
najmniejsza/najwieksza.

1817
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Za poprawne rozwiazanie kazdej z powyzszych czesci zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile poprzednia
czes$¢ danego etapu zostala zrealizowana bezblednie.

W tym przypadku:
1.a) Wprowadzenie oznaczeri (np. jak na rysunku), wyznaczenie dlugosci odcinka SC: | SC | = 4
oraz uzaleznienie a od h: a = /32-8h-h>.
1.b) Zapisanie pola tréjkata ABC jako funkcji zmiennej h: Pyyc(h) =y/32-8h-h*-h lub
Py (h) =/ -h*-8h> + 32h°.
1. ¢) Zapisanie warunkoéw, jakie musi spelnia¢ wysokosc¢ trojkata ABC: h € (0, 43 - 4).

2.a) Zauwazenie, ze poniewaz funkcja y = y/x jest rosnaca, wystarczy zbada¢ funkcje
flh) = -h*-8h’ + 32h*. Wyznaczenie pochodnej: f'(h) = -4h’ -24h* + 64h, D' = D.
2.b) Obliczenie miejsc zerowych pochodnej: f'(h)=0 e h €{-8,0,2}.
2.¢) Zbadanie znaku pochodnej w dziedzinie: f'(h) >0dlah € (0,2) oraz f'(h) <0dla
h € (2,443 - 4), okreslenie monotonicznosci funkdji f: w przedziale (0, 2) funkcja f
jest rosnaca i w przedziale (2, 44/3 —4) jest malejaca. Wynika stad, ze dla h = 2 funkcja f
(wiec rowniez P,p) przyjmuje warto$¢ najwieksza w dziedzinie.

3. Wyznaczenie dlugoéci bokéw tréjkata ABC o najwiekszym polu: | AB| = 2a = 44/3,
|AC|=|BC|=4.

17 = 17



