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11.3.3. Styczna do krzywej

Réwnanie stycznej do wykresu funkji y = f(x)w punkcie (x,, f{x, ]) ma posta¢
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Styczna moze miec z wykresem funkdji wigcej niz jeden punkt wspélny.

Kata miedzy przecinajacymi sie wykresami funkdji: y = f(x), ¥ = glx) - kat miedzy stycznymi do tych krzy-
wych, poprowadzonymi w punkcie ich przeciecia.

J—'— gy 1+ F(x0)- () =0
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gdy1+a,-a, =0 a,a, — wspotczynniki kierunkowe stycznych

11.3.4. Wzory na obliczanie pochodnej

(sinx)' = cosx

9+ F -0 %'_f'{XJ-g([)j(;;}(x}g'(XJ
[F(x)-9(x)] = '(x)-9(x) [e-f(x)f=cF(x)
(ax +b)'=a (@ +bx+c)'=2ax +b
[&)1—\}; (¥)=n-x"
(cosx)' =—sinx (tgx)'=—

11.3.5. Monotonicznosc funkeji

Jezeli funkeja f jest rozniczkowaina w przedziale (a,b) oraz dla kazdego argumentu x €(a,b):

* f
.f‘
of'

X
X
X

>0, to funkeja f jest rosngca wprzedziale (a,b),
<0, to funkcja f jest malejaca w przedziale (a,b),
=0, to funkgja f jest stata w przedziale (a,b).

11.3.6. Ekstrema funkcji

Warunek konieczny istnienia ekstremum
Jezeli funkeja f osigga ekstremum w punkcie x, i ma wtym punkcie pochodng, to f'(x,)=0.
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Warunek dostateczny istnienia ekstremum —
Jezeli funkcja f jest rézniczkowaa w pewnym otoczeniu punktu x,, w ktérym f(x,)=0oraz 2
« f(x)=0dla (x, —hx,) i f{x)<0dla(x, x, +h), tofunkdga f ma maksimum w punkcie x,,
« fllx)<0dla (x, —hx,) i f(x)=0 dla(x, x, +h), tofunkcja f ma minimum w punkcie x,.
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wyjasnienie i wiecej informacji
w vademecum maturalnym Wydawnictwa Operon

3.4. ROWNANIA | NIEROWNOSCI KWADRATOWE
3.4.1. Rownanie kwadratowe

Rownanie postaci ax* +bx + c=0,gdziea=0ia,b,c R, to réwnanie kwadratowe.
Liczby a, b, c — wspétczynniki rownania

leslia=0,b=01c =0 to Tdwnanie nazywamy zu .
Jeéli a=01b=01lba=0ic=0luba=0 b=01ic=0 toréwnanie nazywamy niezupetnym.

Pierwiastek réwnania kwadratowego — liczba, ktdra spefnia réwnanie.
Rozwigzanie réwnania kwadratowego jest miejscem zerowym funkdji y =ax’ +bx +c.

Wyréznik réwnania kwadratowego: A =b° —4ac.
Rozwigzujgc Téwnanie zupeine, nalezy obliczy¢ wyréznik réwnania. Réwnanie kwadratowe niezupeine

moina rozwigzad bez obliczania wyrdinika.

3.4.2. Liczba rozwigzan rownania kwadratowego

PIERWIASTKI ROWNANIA KWADRATOWEGO ZUPEENEGO ax? +bx +c=0, GDZIE a=0b=0,c=0

Dwa pierwiastki Jeden pierwiastek
—h—A —b+A = b Nie ma pierwiastkéw.
) = ==
2a 2a
PRZYKLADY
x+x—6=0 2x* +4x+2=0 2x'—x+1=0
— 2_ -2.7 =
A=F—4.1{—6) =25>0 A A A=(-1-2.21=—-7<0
X _—1—J2_5 _3 X__ﬁ__] Nie ma Tozwigzania.
1 2_] 0
14425

S

PIERWIASTKI ROWNANIA KWADRATOWEGO NIEZUPELNEGO

Postaé ax’ =0 ax® +bhx =0 ax®+c=0 )
réwnania [@=0,b=0ic=0] (a=0b=0ic=0) (@=0b=01ic=0)

da—Lf>0 da-f<o
d d

q q o Dwa
led, ierwia Dwa pierwiastki ey q
Rozwigzanie EJI P P b pierwiastki
X = x=0x=— c )
a X =.—— Nl_e ma.
Tozwigzania.

v c
i a

3.4.3. Wzory Viete'a

Jedlia=0 i A>0, to réwnanie kwadratowe ax* +bc+c=0ma dwa rézne pierwiastki x, i x,, dla ktérych
prawdziwe sg wzory
b

X + Xz === suma pierwiastkow Xi- X, === iloczyn pierwiastkdw

334 ROWNANIA | NIEROWNOSCI
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Prébna Matura z OPERONEM i ,,Gazetq Wyborczq”

Pobrano z arkusze24.pl

Numer
zadania

Modelowe etapy rozwiazywania zadania

Liczba
punktow

13.

Rozwiazanie:
az0AA>0=me(—o0,—6)U(2, + o)

(M+5) =xX, = (M+5 =4=m+5=2vm+5=—2

m=-3vm=—7 - pierwsza liczba nie spetnia warunku A >0
m=-7

0-4

Postep:
Zapisanie i rozwigzanie warunkéw: a=0AA >0=mc (—oo,—G] U [2,+oo]

Istotny postep:
Zapisanie trzeciego warunku w postaci: (m +5]2 = XX,

Pokonanie zasadniczych trudnosci:
Zapisanie trzeciego warunku w postaci:
(M+5)=4=>m+5=2vm+5=-2

Rozwiazanie petne:
Wyznaczenie czesci wspolnej rozwiazan wszystkich warunkow: m=—7

14,

Rozwigzanie:
h = EF - wysokosc¢ trojkata BDE
a3 1 a a3

P :—:—-—.h h:_
ame =37 =227 "=7g

__8 _2 _%a
=8 |FB|=5 = |DF|=3

0-4

Postep:

Wprowadzenie oznaczen:

h = EF - wysokos¢ trojkata BDE
atf3 1 a a3

P = :——-h h:—
amE =35 =52 "= "1="g

Istotny postep:

) ) ) ) FB| 8
Obliczenie diugosci odt:|nkaFB:|—:—:> FBl ==
J a a3 IFEl
2 2

Pokonanie zasadniczych trudnosci:

Obliczenie dfugosci odcinka DF : |DF| = a

Rozwiazanie petne:

a3

Wyznaczenie kata a: tga: = % =t0a =

8
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Prébna Matura z OPERONEM i ,,Gazetq Wyborczq”

Pobrano z arkusze24.pl

Numer
zadania

Modelowe etapy rozwiazywania zadania

Liczba
punktow

15.

Rozwiazanie:
Sin2x 4+ cosdx =0 = sin2x + sin[g — dx] =0

2X + X _Ax 2x—%+4x

2sin cos =0=5sin
2 2

L L
—X+—=|=0vcos|3x——|=0=
4] [ 4]

T T T ™ 7w Kk
:>[—X+E]_knv[3x—zl_5+kr:>x_z—kn—vx_z+?,kec

0-4

Istotny postep:

Zapisanie réwnania w postaci: sin2x +cos4x =0 =sin2x + sin[g —4x|=0

2X 4+~ —4x 2x—%+4x

2sin cos =0
2 2

Pokonanie zasadniczych trudnosci:

2X + X _4x 2x — T +ax

2 =0veos—=<4—— =0
> 2

Zapisanie alternatywy rownan: sin 2

Rozwigzanie prawie petne:
Zapisanie rozwigzan w postaci:

T T T T 7w km
—X+—|=krVv|3X—=|==+Kk X=——KkavVX=—+—,keC
[ +4] T [ 4] 2+ = 2 1 4+ 3 S

Rozwiazanie petne:

Zapisanie rozwigzan w postaci:
™ ™ k':r

X=——KnovX==+—,kecC
2 T 2 + 3 S

16.

Rozwigzanie:
mr’th=n=h= 12
r

3
1+r r>0

P(X) = 2rh + 27r? = z’rizr +2n1%, P(X) = 2r

3
P’(X):Z':rzr _1,P’(X]:0<:>r:i/;

rZ
Po przeanalizowaniu znakéw pochodnej otrzymujemy: w punkcie r = ig funk-

cja osiaga minimum, ktére jest jednoczesnie najmniejsza wartoscia funkcji.

0-7

| czes¢: Wyznaczenie wzoru funkcji okreslajace] pole walca

Wyznaczenie zaleznosci miedzy promieniem podstawy i wysokoscig walca:

Trrzh:'rr::»h:iz
r

Wyznaczenie wzoru na pole catkowite walca:

3
P(r.h) =2nrh+2nr? = 22+ 2mr? Pir) = 25 12 E

Wyznaczenie dziedziny funkcji: r € [0, + oc)

3 (za

| czest
przyznaje
sie 3 pkt)

Il czesc: Zbadanie pochodnej i wyznaczenie ekstremum
Wyznaczenie wzoru pochodnej funkcji:

3
P(r) =22 =1

r2

4
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Prébna Matura z OPERONEM i ,,Gazetq Wyborczq”

Numer Liczba
2adania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
5
Wyznaczenie miejsca zerowego pochodnej: P’[r] =0&r= ig
Zbadanie znakow pochodnej i zapisanie wniosku dotyczacego maksimum 6 (zall
funkcji: czest
1 1 przvznaje
P'(r)>0dlar e iE +oo| P'(r)<0Odlare [0, ig] zatem funkcja rosnie sie 3 pkt)
] 1 ] . 1 ] 1
W przedziale i/;,+ oo} a maleje w przedziale [0, 4;] stad w punkcie r = i/;
funkcja osiaga minimum bedace jednoczesnie najmniejsza wartoscia funkcji,
wiec wymiary walca: r = ig h=3%4.
Il czesé 7 zalll
czesc
Wyznaczenie najmniejszej wartosci funkcji: PH:] 3xi2 przyznaje
sie 1 pkt)
17. Rozwiazanie: 0-5
A - wylosowanie dwdch kul biatych z drugiej urny w drugim losowaniu
B,, B, - odpowiednio wylosowanie biatej kuli z pierwszej urny w pierwszym
losowaniu i wylosowanie czarnej kuli z pierwszej urny w pierwszym losowa-
niu P(B, =710 ,P(B =10
(B.)=5.P(B:) =5
. )
2 10
P(A/B)=—= 10 _d_ P(A/By) = ~— 101 = 25
2 2
3 15 7 10 23
PA) = —. — 4 — . —
10 45 10 45 90
Postep: 1
Wprowacdzenie oznaczen:
A - wylosowanie dwdch kul biatych z drugiej urny w drugim losowaniu
B,.B, - odpowiednio wylosowanie biatej kuli z pierwszej urny w pierwszym
losowaniu i wylosowanie czarnej kuli z pierwszej urny w pierwszym losowaniu
Istotny postep: 2
] ] - 3 7
Obl b tw: P(B,)=—,P(B,)= —
iczenie prawdopodobienstw: P (B, ) 10 (B,) 0
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 3
Zapisanie prawdopodobienstw:
5
B e e b2
P(A/B;)) = oV P(A/B,) = 01
2 2
Rozwiazanie prawie peine: [ { } 4
Zapisanie prawdopodobienstwa zdarzenia w postaci: P(A) = % —] 10 {2—]
Rozwigzanie petne: 23 5
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) = 30
www.operon.pl 5
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Matematyka. Poziom rozszerzony
Prébna Matura z OPERONEM i ,,Gazetq Wyborczq”

Numer Liczba
2adania Modelowe etapy rozwiazywania zadania punktow
18. Rozwiazanie: 0-5

X+y+2=63
Zapisujemy ukfad: {(y +15)? = [x — 1][z+ 37), po rozwiazaniu otrzymujemy:
_X+2z
V==

X =25 X =55
y=21Iubjy =21

Istotny postep: 2 (1 pkt,
gdy zapi-
A dwarow
Zapisanie ukiadu rownan: {(y +15) = (x —1)(z2 +37) hania)
X+2z
y= >
Pokonanie zasadniczych trudnosci: 3
Przeksztatcenie uktadu do réwnania kwadratowego, np.: x2 —80x +1375=0
Rozwigzanie petne: 5 (4 pkt,
x =25 X =55 gdy po-
. N - N . . . petniono
Rozwigzanie réwnania i zapisanie odpowiedzi: {y =21 lub {y = 21 biad ra-
z2=17 zZ=-13 chunko-
wy)
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