Pobrano z arkusze24.pl

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

EGZAMIN MATURALNY
W ROKU SZKOLNYM 2014/2015

FORMULA DO 2014
(,STARA MATURA”)

MATEMATYKA
POZIOM PODSTAWOWY

MODEL ODPOWIEDZI I SCHEMAT OCENIANIA

ARKUSZE
MMA-P1

SIERPIEN 2015



Pobrano z arkusze24.pl

Matura z matematyki — poziom podstawowy — 2015
Kryteria oceniania odpowiedzi

Klucz punktowania zadan zamknietych

Nr

Zad123456'7’89101112131415161’7’18192021222’524

Odp. A|B(A|D|B|B|D AAC|D|B|C|ICID|/DB|[A|IC|(A|C|C|B|D

Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (2 pkt)

Rozwigz rownanie 8x> +8x2—3x-3=0.

I sposob rozwiazania (metoda grupowania)
Przedstawiamy lewg strong rownania w postaci iloczynowej stosujagc metode grupowania

wyrazow
8x*(x+1)-3(x+1)=0  Iub  x(8x*-3)+8x*-3=0,
(8x*=3)(x+1)=0
(Zﬁx—ﬁ)(2v{§x+\/§)(x+l)=0.
Stad x:? lub x:—? lub x=-1.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

ZdaJACy OFZYIMUJE ..ueceeecereieriinriuiiaeinsisninsissesssssasssnsssesasesnssssasssssesasesnsssnessasssssssasasasassnassns 1p.
gdy zapisze lewg strong rownania w postaci iloczynu, np.: (sz —3)(x+ 1), przy czym postaé ta
musi by¢ otrzymana w sposob poprawny, i na tym poprzestanie lub dalej popehni bledy.

Z/dajaCY OLFZYIMUJE .uceeeeeeeieinniiieieinesntsiensiisissassassssns s ssssasasssasssasesssssasasasasasassssssssnasssnssnasans 2 p.

6
gdy wyznaczy bezbl¢dnie wszystkie rozwigzania rownania: x = g lub x=——— lub x=-1.

II sposé6b rozwigzanie (metoda dzielenia)
Stwierdzamy, ze liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu 8x° +8x” —3x —3. Dzelimy
wielomian przez dwumian x+1. Otrzymujemy iloraz 8x° =3 . Zapisujemy rownanie w postaci

(8x*=3)(x+1)=0.Stad (2v2x—+3)(2V2x+3)(x+1) =0, czyli x =§ lub x=—§ lub
x=-1.

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Zdajacy OFZYIMUJE ..ueceeeeeeiniiiiniiasineisnisiisiessssasssnsssesasesnssssassssnssasesnsssnsssasssssssasasasassnnssns 1p.

gdy podzieli wielomian 8x° +8x” —3x—3 przez dwumian x+1, otrzyma iloraz 8x* =3 i na tym
poprzestanie lub dalej popetni btedy

Z/dajaCy OFZYIMUJE wuceeeeeeeicieniiieieiaesaieiesisissssasssass s ssss s sssssasssnsesssasanssasasasassssssssnassnnssnasns 2 p.

V6 J6
— lub x 7

4

gdy wyznaczy bezbt¢dnie wszystkie rozwigzania rownania: x =

2
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Zadanie 27. (2 pkt)

Rozwigz nierbwno$¢ 5x> —45<0.

Rozwiazanie
Rozwigzanie nierownosci kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.
Pierwszy etap rozwiazania:

Znajdujemy pierwiastki tréjmianu kwadratowego Sx* —45:
¢ podajemy je bezposrednio, np. zapisujgc pierwiastki tréjmianu lub posta¢ iloczynowa
tréjmianu lub zaznaczajac na wykresie x, =3, x, =-3 lub 5(x—3)(x+3)

albo
e obliczamy wyr6znik tego tréjmianu a nastgpnie stosujemy wzory na pierwiastki:
0+30 0-30
A=0-4.5-(-45)=30%, x, = 0 =3, x, =T=—3.

Drugi etap rozwigzania:
Podajemy zbior rozwigzan nierownos$ci: —3 < x <3 lub (—3, 3) lub xe (—3, 3) , np. odczytujac

go ze szkicu wykresu funkeji f(x)=5x"—45,

\ 4 ,
SN :

Zdajacy OtIZYMUJE ..ecccecceiceiiiiiuiiiacinsisnisiisiesassasssssssesasesnsssssssssssssssesasssnsssasssssssssasasasssassns 1p.

Schemat oceniania

gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior
rozwigzan nierownosci, np.
o roztozy tréjmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. 5(x—3)(x+3) inatym
poprzestanie lub btednie zapisze zbior rozwigzah nierownosci,

o obliczy lub poda pierwiastki tr6jmianu kwadratowego x, =3, x, =-3 inatym
poprzestanie lub btednie zapisze zbior rozwigzan nierdGwnosci,

o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f(x)= 5x* —45 ina tym
poprzestanie lub btednie zapisze zbior rozwigzan nierownosci,
albo
o realizujac pierwszy etap popelni blad (ale otrzyma dwa rézne pierwiastki)
i konsekwentnie do tego rozwigze nierownos¢, np. popetni btad rachunkowy przy
obliczaniu wyr6znika lub pierwiastkéw trojmianu kwadratowego i konsekwentnie do
popelnionego btedu rozwiaze nierownosé.

Z/dajacy OtrZYIUE ..ccccecerersicnisianssnissanesnisssnsisansssnsesnssssnsssnssssnsssnsessnssanssssnsssnssssssssnsssansssassns 2p.

gdy:
e poda zbiér rozwigzan nierownosci: -3 <x <3 lub (—3, 3> lub xe (—3, 3)
albo
e sporzadzi ilustracje geometryczng (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbior rozwigzan
nierownosci w postaci; —3<x <3




Pobrano z arkusze24.pl

Matura z matematyki — poziom podstawowy — 2015
Kryteria oceniania odpowiedzi

albo
e poda zbiér rozwigzan nieréwnoSci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow

3 3 X

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnesci w uczeniu sie matematyki
1. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy poprawnie obliczy lub poda pierwiastki trojmianu x, =3,

x, =—3 i zapisze, np. xX€ (—3, —3> , popehiajac tym samym btad przy przepisywaniu
jednego z pierwiastkow, to za takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.

2. Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan
nieréwnosci w postaci xe€ (3, —3) , to przyznajemy 2 punkty.

Zadanie 28. (2 pkt)

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych losowo wybieramy jedng liczbe.
Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzenia A polegajgcego na tym, ze otrzymamy liczbe podzielng
przez 9 lub podzielng przez 12.

Rozwigzanie

Zbior zdarzen elementarnych 2 zawiera 90 liczb naturalnych dwucyfrowych. Jest to model
klasyczny. Wsrod tych liczb jest osiem liczb podzielnych przez 9, ale nie przez 12, sze$é liczb
podzielnych przez 12, ale nie przez 9, oraz dwie liczby podzielne zarowno przez 9 jak

i przez 12. Zatem |A‘ =8+6+2=16.Stad P(A)=£=i .
90 45
Schemat oceniania
Zdajacy OtrZYIMUJE .uuceueeereiniiiiiuiiaeinsisnisiisnesasssasssssssesasesnsssssssssssssssesnssssssasssssssasasasasssassns 1p.

gdy poda

e liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: ‘Q‘ =90
albo

e liczbe wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A4: ‘A| =16
albo

e wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A :
12, 18, 24, 27, 36,45, 48, 54, 60, 63, 72, 81, 84, 90, 96, 99

i na tym zakoficzy lub dalej popetni bledy.

Uwagi

1. Jezeli otrzymany wynik konicowy jest liczbg wieksza od 1, to zdajgcy otrzymuje 0 punktéw
za cale rozwigzanie,

2. Jezeli zdajacy poda jedynie P(A4)= ;—g, to otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 29. (2 pkt)

. : . g 17 . . S
Kat a jest ostry i spetnia rownos¢ tga+——= 5 Oblicz warto$¢ wyrazenia sin - cos« .
tgor

I sposdb rozwiazania
Rysujemy trojkat prostokatny i wprowadzamy oznaczenia.

c
a
o
b
Korzystajac z definicji funkcji tangens w trojkacie prostokatnym, lewa strone rownosci
7
tgx +t— =5 mozemy zapisaé, a nastepnie przeksztatci¢ nastepujaco:
ga
a 1 a b a*+b> ¢
—_—t—=—aq—= =—
b a b a ab ab
b
i . . e . , a ab
Z drugiej strony zauwazmy, ze szukane wyrazenie sin - cos & jest rowne —:—=—-.
cc ¢
.1 b 2
Poniewaz — =—, wigc —=—.
ab 2 c 7

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Zdajacy OFZYIMUJE ..cccecceiceiiiiiniiiaeinsisnisiisiesssssasssssssesasesnessssssssssesssesnsssnessasssssssssasasasssassns 1p.
gdy wykorzysta definicje lub wlasnosci funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokgtnym,

2

doprowadzi wyrazenie tgo +L do postaci ib i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
tgo a

Zdajacy OtIZYIMUJE ..ccceeeeeieieiinieiinisienisianesianesisanseissnsesssnsesssnsesssasessanssssnassssnassssnassssnssssans 2 p.

gdy obliczy i zapisze, ze warto$¢ szukanego wyrazenia sin & -cos jest rOwna o

11 sposob rozwigzania
1 sinaJrcosa'_sinzaf—kcosza’_ 1

Poniewaz tgo + , Wiec Z rOwnosci

tgax cosa sina sin - cos & sin &+ cos &

1 7 2
—— =— wynika, ze szukany iloczyn sin¢-cos @ przyjmuje wartos¢ — .
sing-cosa 2 7

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Zdajacy OtrZYIMUJE ..ecccecssesssrisnssanssanssnsianssnsisnssanssasssnssssesasssnssssssssssnssasesasssnsssasssssssssasssassnassns 1p.
gdy zapisze
1 sin’a+cos’
e fga+ =—
tgx sin & - cos &
albo
sin@-cos@ _ sin@-cos& 1
1 Csinfa+cos’a sina’+cosa’

cos¢ sine

i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.
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Z/dajacy OrZYIUJE ..ccccecererniieniinniinisinniniiisnsissssssnsssnssssnsssnssssnsssassssnsssnssssnsssassssnsssnasssnsssasens 2p.

gdy obliczy i zapisze, ze wartos¢ szukanego wyrazenia sin ¢ -cos @ rowna si¢ =

I1I sposob rozwiazania

7 : e
Poniewaz ¢ jest katem ostrym, wigc tga >0 i rownosc tgchr— = 5 mozemy zapisac
tgax

W postaci

tgza—%tga+1 =0

Réwnanie powyzsze ma dwa rozwigzania:

7+\/£ T—Jg
Y

tga= , tga=
g 4 g

7+4/33

i sing =,[———— . Wtedy

4
V98 +144/33 14

Gdy tga = L

,to cosaxr =

. 7433 4 J7+J33 16 ‘16(7+V33) 4 2
sina-cosax = - = : = = ==

14 J98+14433 14 98+144/33 \(14-14(7+\/33) 14 7
Gdy zas$ tga’—T_ i ,to cosar = : i sing=,|— .Wtedy

9814433 14
R \/7 VT 16(7—33) _4 2
Jgg 14J— 14 98-14433 14.14(7_\/?3) 14 7°

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

Zdajacy OtIZYMUJE ..ccccecceiceiiiiiuiiiacinsisnisiisiessssasssssssesasesnsssssasssssssssesnsssssssasssssssssasasasssassns 1p.

gdy zapisze, ze rownanie tgza—%tga+l= 0 ma dwa rozwigzania: tga= ?+;/ﬁ ,
7-+33 . . y o

tgor = , a ponadto w jednym przypadku obliczy warto§¢ coser i sine i na tym

zakonczy lub dalej popelni biedy.

Zdajacy OtIZYIMUJE .cccceeeeeieeiciinieiinisienisianesisnesisanseissnsesssasesssasesssssessnnssssnassssnassssnassssnsssssns 2 p.

gdy obliczy i zapisze, ze warto$¢ szukanego wyrazenia sin ¢ -cos rowna si¢ o

Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy jedng z wartosci tgor, np.: tgar = i , poda jej warto$¢

przyblizong 0,3139, odczyta z tablic przyblizong wartos¢ kata a =17° oraz przyblizone
warto$ci sinar = 0,2924 , cosear =0,9563 i na tej podstawie obliczy przyblizong warto$§¢
wyrazenia sine - cos & = 0,2924-0,9563 = 0,2762, to otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 30. (2 pkt)
Udowodnij, ze dla wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest niecrownos¢
X +y2xy+xp’.

I sposdb rozwigzania
Nierownoéé¢ x* + 3’ >x’y+xy’ przeksztatcamy rownowaznie, otrzymujac kolejno
x+y -xy-x’20,
(x3 —chy)+(y3 —xyz) >0,
x’ (x—y)—yz(x—y)z(),
(r=y)(x"-»")20,
(x—y}z(x+y) >0,
Ta nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz (x— y)2 20 dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y oraz
x+y =0, gdyz liczby x i y sa nieujemne. To konczy dowod.
I1 sposdb rozwiazania
Nierownosé x* + 3 =x’y+xy° przeksztatlcamy réwnowaznie, otrzymujac kolejno
X +y —x’y—-xp’ 20,
(x3 +y3)—(x2y+xy2) >0,
(x+y}(:lc2 —xy+y2)—xy(x+y) >0,
(x+y)(x1—xy+y2—xy) >0,
(Jc+y)(x1 —2xy+y1) >0,
(x+y)(x—y)2 >0.
Ta nierownos¢ jest prawdziwa, gdyz (x— y)1 > () dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y oraz
x+y =0, gdyz liczby x i y sg nieujemne. To koniczy dowaod.

Schemat oceniania I i Il sposobu rozwigzania
Zdajacy OIZYIMUJE ..ecceevereririiaissansannsansnnssnesasssasssnssasssasssasssssssnsasssasesasssasssssssssssssasssasssasses 1p.
gdy

e zapisze nierOWNos¢ w postaci (x—y)(x2 —yz) >0

albo

e zapisze nierGwnosS¢ w postaci (x +y)(x2 -2xp+y° ) 20

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Z/dajacy OrZYIMUJE ..cceeeeveieiniiieieineseisisiiisissasssssesnessnssssssssasssssessssssnssasasssassssssssnassnnssnasans 2 p.

gdy uzasadni prawdziwo$¢ nierdéwnosci x* + ' 2 x’y+x)°.

Uwaga

Jezeli zdajacy przejdzie w swoim rozumowaniu z postaci (x+ y)(x2 —xp+y’ )—xy(x+ y)=0
do postaci x* —xy+ y* —xy >0 bez zaznaczenia, ze skoro x i y s nieujemne, to ich suma tez

jest nieujemna, ale dokona dzielenia obu stron nierownosci przez x+ y idalej przeprowadzi
poprawne rozumowanie, to otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 31. (2 pkt)
W prostokgcie ABCD punkt P jest srodkiem boku BC, a punkt R jest srodkiem boku CD.
Wykaz, ze pole trojkata APR jest rowne sumie pol trojkatow 4ADR oraz PCR.

D R C
P
A B

I sposdb rozwigzania
Przedtuzamy prosta AR oraz bok prostokgta BC. Proste te przecinaja si¢ w punkcie M.
Rozpatrujemy trojkaty ADR oraz RCM.

M
D R c

P
4 B

‘MRD‘ = |<{CM | (katy wierzchotkowe), katy przy wierzchotkach D i C sa proste oraz
‘DR‘ = ‘RC | , stad na podstawie cechy przystawania trojkatow kbk wnioskujemy, ze trojkat ADR
jest przystajacy do trojkata RCM. Z przystawania troéjkatow mamy |AR‘ = ‘RM ‘ .

Pole trojkata APR jest rowne polu tréjkata RPM, poniewaz oba trojkaty maja rowne podstawy
(‘AR| = |RM | ) oraz takg samg wysoko$§¢ poprowadzong z wierzchotka P.

Poirr = Parse = Pipcr T Paeres @ z faktu przystawania trojkatow RCM oraz ADR mamy:

Poirr = Papca + Paupr

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Zdajacy OtrZYIMUJE .uucccecccescnriresaissansnsianssnsisnesanssassanssnsesssesnssssssnssssssasesnsssnssssssssssssnsssassnassns 1p.
gdy zapisze, ze pole trojkata APR jest rowne polu trojkata RPM i na tym poprzestanie lub dalej
popehni btedy

Zdajacy OtIZYIMUJE ..ccceeeeeieieiinieiinisienisianesianesisanseissnsesssnsesssnsesssasessanssssnassssnassssnassssnssssans 2 p.
gdy przeprowadzi petne rozumowanie.
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11 sposo6b rozwigzania

D C

a P

A A B

Oznaczmy: |AD|= a oraz |AB‘ =b, stad |BP|=|PC|=§, CR|=|RD|=§.

Obliczamy pola trojkatow prostokatnych PCR, RDA: Ppp=—'—'— =— oraz

1 b ab ab ab 3ab
F o =E- a-E =T zatem P, + P, =?+T=?.
, . . .. ) , 1, a ab
Trojkat ABP jest prostokatny i jego pole jest rowne Eb e = ik
Pole trojkata APR jest r6znicg pola prostokata ABCD i sumy pol trzech trojkatow prostokatnych
ABP, PCR oraz RDA zatem P, ., = ab —[2-i—b+%b] =% :

Otrzymali$my réwno$¢ P, ,pp, = Piper + Parpa -

I11 sposéb rozwiazania

D
a -------
O
A A B

Podzielimy prostokat ABCD na cze¢éci, jak na rysunku.
Pole trojkata APR zapisujemy w nastepujacy sposob:
jest to suma pol trojkatow K = é ab, T =%K = % ab oraz pola trojkata AOR, ktorego pole jest

réwne: P_{m=l b—i":l.af.\b—i b=iab.
4 4 16 16

o 1 1 3 3
Zapisujemy sumeg: P, = gab+gab+ —ab =§ ab

Pole trojkata ARD jest rowne 2K=%ab. Sumujemy pola trojkata ARD oraz PCR

i otrzymujemy: P, ., + FPpep = % ab +% ab = %ab , czyli wykazaliSmy, ze P, + FPocp = Ppp -

Uwaga
Zamiast zapisywaé pole prostokgta ABCD w zaleznos$ci od dlugosci bokow mozemy uzyc
innego oznaczenia, np. P, wtedy otrzymujemy: K =éP, T =%P, Pios =%P i dalej
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1 1 3 3 1 1. 3
P,,=—P+—P+—P=2P otaz Py, +Pyy=—P+—P==P.
R8T 16 16 8 ARD TTRCR T4 8T 8

Schemat oceniania II i III sposobu rozwiazania
ZdaJacy OFZYIMUJE ..ccceeceeieiiiiiniiiaeinsisnisiisiesssasssssssesasesnsssssssssssssssesasssnsssasssssssasasasassnassns 1p.

pola prostokata ABCD, np. zapisze

3
gdy zapisze, ze pole trojkata APR stanowi g
[ ab abj 3ab

1 1 3 3
&PR=§ab+Eab+—ab=gab lub P, =ab—

lub dalej popelni bledy.

=? 1 na tym poprzestanie

Zdajacy OtFZYIMUJE ..ccceeeeeieicienieinisiinisianisisnesianeeissnsesssasesssnsesssasessnnssssnassssnassssnassssnssssans 2 p.
gdy przeprowadzi petne rozumowanie.

IV sposéb rozwigzania
Poprowadzmy odcinki PN i RM taczace srodki bokow prostokata. Niech S bedzie punktem ich
.przeciecia.

D  ( S— C

JN P Wy BB RC Rk, P
0

A M B

Trojkaty ADR i RMA sg przystajace, wigc majg rowne pola, trojkaty PCR i RSP tez sg
przystajace, wigc ich pola tez sg rowne, takze trojkaty AMO i PSO sg przystajace, wigc ich pola
tez sa rOwne. Zatem

Ppp+ Bocp = Ppgp + Prop =(PAOR + P )+ Py =(PAOR + Pogo )+RRSP =

=P, +(Poso + Posp ) = Pror + Popr = Py

AOR P50 AOR OFR
co nalezato wykazaé.

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania

Zdajacy OtrZYIMUJE ..ecccecceiceiiiiiiiiacinsisnisiisiesssssaessssssesasesnessssssssssssssesnsssnessasssssssssasasasssassns 1p.
gdy ustali, ze trojkaty ADR i RMA sa przystajace, trojkaty PCR i RSP sa przystajace oraz
trojkaty AMO i PSO sg przystajace i na tym poprzestanie lub dalej popetni btedy.

Z/dajacy OtrZYINUE ..ccccecerereisnriiensinissansinisisnsisssssnsesnssssnssanssssnsssasessnssanssssnsssnssssnsssnsssanssnassns 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 32. (4 pkt)

Dany jest ciag arytmetyczny (a, ) o roznicy r #0 i pierwszym wyrazie a, = 2. Pierwszy, drugi
i czwarty wyraz tego ciggu sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu
geometrycznego. Oblicz iloraz tego ciggu geometrycznego.

I sposdb rozwigzania
Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego otrzymujemy g, =a,+r =2+ oraz
a, =a,+3r=2+3r.Ciag (a,a,,a,), czyli (2,2+r,2+3r) jest geometryczny, wige

z wtasno$ci ciggu geometrycznego otrzymujemy rownanie

10
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(2+4r) =2-(2+43r),
4+4r+r’ =4+6r,
r2=2r=0,
r(r-2)=0.
Stad » =0 lub r=2. Jednak z zalozenia r #0, wigc r =2, Cigg geometryczny ma postac

2,242,243-2)=(2,4,8). Obliczamy iloraz tego ciagu: =i=2.
y g0 c1agu: ¢ 2

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT TV ) 1 TP 1p.
Zdajacy

e zapisze wyrazy a, i a, wzaleznosciodr (lubod a, ir),np.: a,=2+r, a, =2+3r

(luba,=a,+r, a,=a,+3r)
albo
e zapisze zalezno§¢ migdzy wyrazami ciaggu geometrycznego, np.: @,-a, =a,” (lub
2a, =a;)
1 na tym poprzestanie lub dalej popei btedy.

Rozwigzanie w Ktorym jest iStotny POSEEP ......uccieeiiieeiciseicinnicienncessnnscssnsssssnsssssnassssnsssnnns 2p.
Zdajacy zapisze wyrazy a, i a, w zaleznosciodr (lubod @, i7),np.: a,=2+r, a, =2+3r

(lub @, =a, +r, a, = a, +3r) oraz poda zalezno$¢ miedzy wyrazami ciggu geometrycznego,

np.:a,-a, =a,” (lub 24, = a;) i na tym poprzestanie lub dalej popelni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........eeeceeececeecseceeseesnee e 3p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: (2+ ,l")1 =2. (2 +3r) i na tym poprzestanie
lub dalej popelni biedy.

ROZWIQZANIE PEINE ettt csses s ssss s ssss s sas s sass s anas srsn s snane 4 p.
Zdajacy wyznaczy iloraz ciggu: g =2,

Uwaga

Jezeli zdajacy wyznaczy poprawnie » =0 lub =2 inie odrzuci » =0 i doprowadzi
rozwigzanie konsekwentnie do konca, podajac dwa ciggi geometryczne i dwie wartosci ilorazu,
to otrzymuje 3 punkty.

II sposo6b rozwigzania
Niech g oznacza iloraz ciggu geometrycznego (al ,a,, a4) Zatema,=ag=2qia,=aq =2q".
Liczby a, =2, a,=2q i a, =24" to odpowiednio pierwszy, drugi i czwarty wyraz ciagu

arytmetycznego, wigc
3((12—{11) =a4 —al,

3(2¢g-2)=2¢4"-2,
3(q—1}=q2—1,
3(g-1)=(g-1)(g+1).
Zauwazmy, ze g #1, bo gdyby g =1, to ciag (a,) bylby staty, co jest niemozliwe, bo r #0.

Dzielac obie strony otrzymanego rownania przez ¢ —1 mamy
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3=qg+1,
g=2.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT A B V) 1 R 1p.
Zdajacy
e zapisze wyrazy a, i a, w zaleznosci od ¢ (lub od a, i), np.: a, =2q, a, =2¢" (lub

a,=aq, a, =a1q2)
albo
e zapisze zaleznos¢ miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego, np.: 3(111!2 ) ) =a,—q
1 na tym poprzestanie lub dalej popei btedy.
Rozwigzanie w Ktorym jest istotny POSEEP ......uccveeicieeicineicineicinnsessnnsessnasessnssssnassssnsssnans 2p.
Zdajacy zapisze wyrazy a, i a, w zaleznosciod g (lubod a, i ¢), np.: @, =2q, a,=2q" (lub

a,=ayq, a,=a,q’) oraz zapisze zalezno$é¢ miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego, np.:

3(a, —a )= a, —a, i na tym poprzestanie lub dalej popelni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania........eeececececeecse e 3p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.: 3(2¢-2)= 2¢” —2 i na tym poprzestanie
lub dalej popetni bigdy.

ROZWIQZaANIe PEINE e sa e e 4 p.

Zdajacy wyznaczy iloraz ciggu: ¢ =2.

Zadanie 33. (4 pkt)
Wyznacz rOwnanie osi symetrii trojkata o wierzchotkach A= (—2, 2) , B= (6, —2) ,C= (10, 6) .

I sposdb rozwigzania

Obliczamy diugosci bokow trojkata ABC: |4B|= 445, |BC| =445,

AC|=4410 .

Zauwazamy, ze jest to trojkat rownoramienny, w ktorym ‘ABl = |BC| =445, wiec osig symetrii

trojkata ABC jest symetralna odcinka AC. By znalez¢ rownanie osi symetrii trojkata
wyznaczamy wspotrzedne srodka odcinka AC: §=(4,4).

Wyznaczamy réwnanie prostej BS, korzystajagc ze wzoru na prosta przechodzaca przez dwa

punkty:

y—4="24(x-4),
y=-3x+16,

Odpowiedz: Rownanie osi symetrii tréjkata ABC ma postac: y=-3x+16.

11 sposo6b rozwigzania

Obliczamy diugosci bokow tréjkata ABC: |4B|= 445, |BC| =445,

AC| =410
Zauwazamy, ze jest to trojkat rownoramienny, w ktorym |AB| = |BC| =445, wiec osig symetrii
trojkata ABC jest symetralna odcinka AC.
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By znalez¢ rownanie osi symetrii trojkata, wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej AC:

a,.= % , a nastepnie wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do AC: g =—-1-=-3.

Qyc

Wyznaczamy rownanie prostej zawierajacej symetralng boku AC i przechodzacej przez
punkt B:

y+2 =—3(x—6) s
y=-3x+16.
Odpowiedz: Rownanie osi symetrii trojkata ABC ma postaé: y=-3x+16.

I1I sposob rozwiazania

Obliczamy diugosci bokow trojkata ABC: |4B|=44/5 , |BC| =445, [4C| =410 .

Zauwazamy, ze jest to trojkat rownoramienny, w ktorym ‘ABl = |BC| =445, wiec 0sig symetrii

trojkata ABC jest symetralna odcinka AC. Zatem jego osig symetrii jest symetralna boku AC,
bedaca zbiorem punktow rowno oddalonych od obu koncow odcinka,

Niech K(x,v) bedzie punktem nalezagcym do symetralnej boku AC. Zatem |AK | = ‘KC| .

JE+2) +(y=2)" ={J(10-x) +(6-»)’,
X +4x+4+y" —4y+4=100-20x+x"+36-12y+)",
24x+8y—-128=0,
3x+y-16=0,
y=-3x+16.

Odpowiedz: Rownanie osi symetrii trojkata ABC ma postac: y=-3x+16.

Schemat oceniania I, I1 i III sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT TV TP 1p.
Zdajacy

o obliczy dlugoéci dwéch bokéw tréjkata ABC: |AB|= 445, [AC| =410 i |BC|=4/5
albo

* obliczy wspotrzedne srodka odcinka AC: S =(4, 4)

albo

e obliczy wspotczynnik kierunkowy prostej AC: a . =%
albo

e obliczy wspotrzedne wektora AC
albo

e zapisze, ze szukang osig symetrii jest symetralna boku AC
i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny PoStep ....cceeeeicieisiiessescnicessiessssessssssnnsssnsssanesnaens 2p.
Zdajacy
¢ obliczy wspélrzedne $rodka odcinka AC: S =(4,4) i wspolezynnik kierunkowy proste;
AC: a,c =+
albo

e uzasadni, Ze szukang osig symetrii jest symetralna boku AC
i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.
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Uwaga
Przyjmujemy, Ze jako uzasadnienie wystarczy rysunek w uktadzie wspotrzednych.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ......c.cccecereniernieccnnsensensnnisnnisissnsssssensenne 3p.
Zdajacy
e obliczy wspolrzedne $rodka odcinka AC: §=(4,4) oraz wspolezynnik kierunkowy
symetralnej boku AC: a=-3
albo
e obliczy wspotrzedne srodka odcinka AC: S =(4,4) oraz zapisze, ze 0§ symetrii tego
trojkata przechodzi przez punkt B
albo
e obliczy wspolrzedne wektora AC oraz zapisze, ze o§ symetrii tego trojkata przechodzi
przez punkt B i jest prostopadta do wektora AC
albo

e zapisze rownanie symetralnej boku AC: \/(x+2)1 +(y —2)2 = \/(10— Je:)2 +(6-y)
i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.

2

ROZWIQZaANie PEINe .. s e 4 p.
Zdajacy wyznaczy rownanie osi symetrii trojkgta ABC: y=-3x+16 (3x+y-16=0),

Uwaga

Jezeli zdajacy nie uzasadni, ze osig symetrii trojkata ABC jest symetralna boku AC (np. nie
sporzadzi rysunku w uktadzie wspolrzednych albo po wyznaczeniu rownania symetralnej boku
AC nie sprawdzi, ze punkt B lezy na tej symetralnej), to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

Zadanie 34. (5 pkt)
W ostrostupie prawidlowym czworokatnym $ciana boczna o polu rownym 10 jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz objg¢tos¢ tego ostrostupa.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

. iy ia s 1
Pole jednej $ciany bocznej jest rtowne 10, zatem Eak =10.
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1
>da
Cosinus kata nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy jest rowny cos 60°= 2

Stad

1_3a
2 h’
lkzla{,
2 2

h=a.

Pole $ciany bocznej jest rowne %az =10. Zatem dlugos¢ krawedzi podstawy jest rowna

a = 24/5 . Obliczamy wysoko$é bryty, korzystajac z tw. Pitagorasa.
2,001 N g2
H +(5a) =h",
2 _ 32 1 A%
H*=h-(za) ,
H>=20-5 )
H>=15
Zatem wysokos¢ ostrostupa jest rowna H = V15

Obliczamy objetos¢ ostrostupa

1
V =§PPH =

204/15
5

a?H=%QuJT=

20415
.

23
3

Odpowiedz: Obj¢tosé ostrostupa jest rowna V =

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania Zadania ... s s s 1p.

e Zdajacy zapisze rownanie: %ah =10
albo
1a
h
i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.

e zdajacy zapisze zaleznosc: cos60° =

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStED ...cccccrrverninessnnicsnisienssnessnncesnrssnnssasnsssnessnsnns 2p.
Zdajacy
e zapisze uklad rownan:
Lan=10

1
~a
cos 60° = 2—
h
albo
e zapisze rownanie %a > =10

i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania......c.ccncniininininnnnnnnesenn. 3p.
Zdajacy obliczy dtugosé krawedzi podstawy lub wysokoéé éciany bocznej: a =& = 2+/5ina
tym poprzestanie lub dalej popeinia bledy.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .....cccccccciescsniersnsnsinsseninssasiasensnsnans 4 p.
Zdajacy
e obliczy wysokos¢ ostrostupa: H = J15 ina tym poprzestanie lub dalej popetni btedy
albo
e popehi btad rachunkowy przy obliczaniu dhugosci krawedzi podstawy lub wysokosci
ostrostupa i konsekwentnie do popelionego btedu rozwigze zadanie do konca.

Rozwigzanie Pelne ... ean s 5p.

20415
T

Zdajacy obliczy objetos¢ ostrostupa: V =

16



