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Klucz punktowania zadan zamknigtych

Nr
zad

Odp. |[A[D|B|A]C

1 (2|3 |4]S5

Zadania kodowane

Zadanie 6. Zadanie 7.

9123 3114

Zadania otwarte

Zadanie 8. (0—4)
Wykaz, ze dla a, b, c,d >0 prawdziwa jest nier6wnos$¢ va+b -+c+d = Jac +bd .

Rozwigzanie

Obie strony nieréwnosci \/m - m > \/E ++/bd mozemy podnies¢ do kwadratu, bo
przyjmuja wytacznie wartosci dodatnie. Otrzymujemy:

(a+b)(c+d)=ac+bd +2Jabed

ac+ad +bc+bd = ac+bd+2m

ad +bc = 2@

(M—@)Zzo.

2
Nieréwnos¢ (s]ad —be ) >0 jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych

a,b,c,d >0, co konczy dowaod.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania Zadania ... as s s as s 1p.

Zdajacy zauwazy, ze obie strony nieréwnosci va+b-vc+d 2+ ac +~bd s3 dodatnie
i mozna nierd6wnos$¢ obustronnie podnies¢ do kwadratu.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep .....c.ccviuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicicieea, 2p.
Zdajacy zapisze nierowno§¢ w postaci: (a+b)(c+d )= ac+bd +2+ abcd .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccveviernnresssniesseniessinisssssssssnssssssssssssssannes 3p.

Zdajacy zapisze nieréwno$é w postaci: ad +bc > 2+Jabed .
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RoOZWIgzanie PelNe ....uciniiiiiiniiniiiiniiiiiienisissisiesisissmssimsssissssam s 4 p.
Zdajacy przeprowadzi pelny dowad.

Uwaga:
Jezeli zdajacy przy podnoszeniu prawej strony nierownosci do kwadratu otrzymuje wyrazenie
ac +bd , to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 9. (0-4)
Rozwigz nierownosé x> —3x +2| 2 [x—1|.

I sposdb rozwiazania

Zauwazmy, ze nier0wno$¢ mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej kolejno jako:
|x—1|-|x—2| > Ix—l s
be—1]-(x-2/-1)>0.

Poniewaz dla dowolnej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownosc ‘x—l‘ >0, wice

nierownos¢ ‘x — 1| : (]x — 2| - 1) >0 jest rownowazna nierownosci ‘x — 2| —-120, czyli
‘x— 2‘ >1. Z geometrycznej interpretacji wartosci bezwzglednej, otrzymujemy

xe (—m,l)u(3,+m).

IT sposob rozwiazania
Naszkicujmy w uktadzie wspohrzednych wykresy funkcji y=x>—3x+2 oraz y =x—1.
- J'

1+

w

Rozwazmy nieréwnos¢ kolejno w przedziatach (— oo, 1), (1, 2) oraz (2, +o0).
Gdy xe (— o, 1), to wtedy ‘xz —-3x+ 2‘ =x’-3x+2 otraz |x— 1| = —(.x—l), a nierownosc
przyjmuje postac
x> =3x+22>2-x+1,
x?=2x+120,
(x—1) 0.
Nierownos¢ ta jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x, zatem kazda liczba
xX€e (— oo, 1) jest rozwigzaniem nieréwnosci.
Gdy xe <1, 2), to wtedy |x2 —3x+ 2| = —(x2 —3x+ 2) oraz |x— 1| =x—1, anierownos¢
przyjmuje postac
—x?+3x-22x-1,
x*=2x+1<0,
(x— 1)2 <0.
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Nierownos¢ ta jest prawdziwa tylko dla x =1. Zatem w przedziale (l, 2) tylko liczba x =1
jestrozwigzaniem nieréwnosci.
Gdy xe (2, +00), to wtedy ‘xz —3x+2‘ =x*-3x+2 oraz ‘x—ll =x—1, a nieréwno$é
przyjmuje postac
x’ —3x+2 2x—1,
x -4x+320,
x 1Yx-3)=0,

-1+

Xe (—oo, 1> u<3, +m}.
Zatem w przedziale (2, +00) rozwigzaniem nieréwnosci jest kazda liczba xe (3, +oo).
W rezultacie rozwigzaniem nierownosci |x2 -3x+ 2| > |x - 1| jest kazda liczba

x€ (—oo, 1)u(3,+m) .

Schemat punktowania I i II sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do calkowitego

FOZWIgZania ZAAANIA ...ttt ss s e as s a s s en s s s a s as s s nesa s e 1p.
gdy

e zapisze, ze |x —1| -‘x - 2| = |Jc2 —3x+ 2|
albo

e 7zapisze, ze nieréwno$¢ nalezy rozwazy¢ w kazdym z przedzialow (— oo, 1), <1, 2),

(2, +00).

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny Postep ....ccccceecrnisinnsinnnssnnssnisinnsisnssssnsssnssssnsssnsssnnssnasns 2p.
gdy

e zapisze nierownosS¢ w postaci iloczynowej: ‘x — 1| : Qx — 2| - 1) >0
albo

e zapisze poprawnie nieréwno$¢ w kazdym z przedziatow: (— oo, 1) . <1, 2), <2, +e0).
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.........cceecereniernreccnnsensnsenininistssnssnssensenne 3p.
gdy

e 7zapisze, ze nierownos¢é |x2 —3x+ 2‘ > ‘x - 1‘ jest rownowazna nierownosci ‘x - 2‘ >1
albo
e zapisze poprawnie nieréwnos¢ w kazdym z przedzialow (— oo, 1) 3 (1, 2), (2, +o0)
i rozwigze poprawnie t¢ nierownos$¢ w jednym lub dwoch sposrod ww. przedziatow.

ROZWIQZANIE PEINE ettt ases e sses s sse s sssssass s anassasassnaneanns 4 p.
gdy zapisze rozwigzanie nierownosci, np.: x € (— oo, 1) U (3,+ oo},
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Uwagi:

1. Jezeli zdajacy rozwazy wszystkie przedzialy otwarte, tj. (—ee,1), (L2), (2,4), to
otrzymuje o 1 punkt mniej, niz wynika to z osiggnigtego przez niego etapu rozwigzania
zadania.

2. Jezeli zdajacy podzieli obie strony nieréwnosci ‘x—ll-ﬂx—2|—l)2 0 przez ‘x—l

, hie

zakladajac, ze ‘x— 1| > (0 i konsekwentnie rozwigze nierownos¢ do konca, to otrzymuje

3 punkty.
I11 sposob rozwiazania
Poniewaz obie strony nierownos$ci ‘xz —-3x+ 2| > |x— 1| sg nieujemne, wigc podnoszac je do
kwadratu otrzymujemy niero0wnos$¢ rownowazna

(J«:2 —3)«:+2)2 > (J«:—l)2 ,
xt—6x° +13x7 —12x+4>x* - 2x+1,
x'—6x’ +12x*—10x+32>0.

Zauwazmy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu /7 (x) = x* —6x> +12x* =10x+3, gdyz

1'—6-1°+12-1°=10-1+3=0. Zatem wielomian W jest podzielny przez dwumian x—1.
Stosujgc algorytm Hornera, otrzymujemy

| 1 | - | 12 | -10 ] 3

Zatem W(x)=(x—1)(x3—5x2+7x—3). Liczba 1 jest tez pierwiastkiem wielomianu
P(x)=x-5x*+7x-3, gdyz 1'-5-1+7-1-3=0. Dzelac ten wiclomian przez x-1,
ottzymujemy

Zatem W(x)=(.ve:—1)2 (x2—4x+3). Tréjmian kwadratowy x*—4x+3 ma dwa pierwiastki
x =1, x,=3, wigc W(x)=(x-1)’(x-3). Poniewaz dla kazdej liczby rzeczywistej x
prawdziwa jest nierowno$é¢ (x—l)ZZO, wigc nieréwno$¢ W (x)=0 jest rownowazna
nierownosci kwadratowe;j

(x-1)(x-3)=0,
ktorej rozwigzaniem jest kazda liczba xe (—m, I)U(S, +o0).
Uwaga:

Nieréwnos¢ (x* —3x+2) 2 (x—1)° mozemy tez przeksztalcié réwnowaznie
(xz—3x+2)2—(x—1)2 >0,
(x*=3x+2-x+1)(x*=3x+2+x-1)20,

(.752—4x+3)()c1 —2x+1)20,
(x=1)(x=3)(x-1)" 20,

a dalej tak samo jak w III sposobie rozwigzania.
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Schemat punktowania III sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do calkowitego

FOZWIigZANia ZAAANIA e a s s as s s s s s s s ae s e e 1p.
2

Zdajacy zapisze nieréwno$¢ w postaci rownowaznej (J«:2 - 3x+2)2 >(x-1)

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSTEP ...cceeeeeeiiieisiiesneecnccessissssesssaesnssssnsssanesnaeens 2p.
Zdajacy zapisze nier6wnoS¢ w postaci rownowazne;

o (x-1)(x'-5x*+7x-3)20
albo

. (x2 —3x+2—x+1)(x2 —3x+2+x—1) >0.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania.........cocecerervereiercesccssnscsiennsssscssessensenens 3p.
Zdajacy

e zapisze nierownos¢ w postaci rownowaznej (x — 1)3 (x-3)=0
albo
e wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu 7 (x)=x"—6x’ +12x—10x+3

i naszkicuje wykres tego wielomianu (lub wykresy odpowiednich czynnikow tego
wielomianu).

ROZWIQZANIE PEINE ettt esee s esesssse s s ss s s ss s ssas s asassnan e snas 4 p.
Zdajacy wyznaczy zbior rozwigzan nierownosci: x € (— 0, 1) v <3, +eo),

IV sposéb rozwigzania
Naszkicujmy w ukladzie wspélrzegdnych wykresy funkcji f(x) =|x2 —3x+2‘ oraz

, przeksztatcajac odpowiednio parabole o réwnaniu y=x’ —3x+2 oraz prosta

g(x)=|x—1
o rownaniu y =x—1.
Poniewaz x* -3x+2=(x—-1)(x-2)= (x )2 —%, wiec parabola przecina 0§ Ox w punktach

3
(1,0) i (2,0), a jej wierzchotkiem jest punkt (%,—%)

=l

P —3x42
y=‘xz—3x+2‘

Rys. 1. ‘ R)Ifs. 2.
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Wykresy funkcji /i g przecinajg si¢ tylko w dwoch punktach: (1,0), (3,2). Wystarczy
wykazaé, ze rownanie |x2—3x+2|=|x—1| ma tylko dwa rozwigzania. Rownanie to jest
rownowazne alternatywie rownan
x> =3x+2=x-11lub x> -3x+2=—x+1,
x*—4x+3=0 lub x* —2x+1=0,
(x-1)(x-3)=0 lub (x—1)" =0.
Stad x=1 lub x=3.

Schemat punktowania IV sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do calkowitego
rozwigzania Zadania ... s s s 1p.

Zdajacy narysuje w tym samym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji f(x)= |.vc2 —3x+ 2|

ig(x)= |x—1| )
Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania.........cceeceieniernreccnssensssenininissssnssnssensenne 3p.
Zdajacy odczyta z rysunku zbior rozwiazah nieréwnosci f(x)> g(x): xe (oo, 1) u(3, +o0),

ale nie uzasadni, ze wykresy funkcji fi g maja tylko dwa punkty wspolne.

Rozwigzanie Pelne ... 4 p.
Zdajacy odczyta z rysunku zbior rozwigzan nieréwnosci f(x)=g(x): xe (—eo, 1)u(3, +o0)

oraz uzasadni, ze wykresy funkcji fi g maja tylko dwa punkty wspoélne.

i).rwzfc.eptujemy przyjecie bez uzasadnienia, ze dla x> 2 wykresy funkcji i g przecinajg si¢
w jednym punkcie (3,2}. Wymagamy natomiast uzasadnienia, ze dla x <2 wykresy tych
funkcji maja tylko jeden punkt wspdlny. Zdajacy moze np. zauwazy¢, zZe prosta o rGwnaniu
y=x-1 jest styczna do paraboli o réownaniu y=-x"+3x—-2 w punkcie (1,0) tej
paraboli, gdyz pochodna funkcji kwadratowej h(x)=-x>+3x-2 jest réwna
W (x)=-2x+3, a punkt (1,0) lezy na prostej o rownaniu y =x—1, na wykresie funkc;ji A
oraz h'(1)=-2-1+3=1.

2. Jezeli blednie odczyta odcigta jednego z punktéw wspolnych wykresow funkcji fi g i nie
uzasadni, ze wykresy tych funkcji majg tylko dwa punkty przeciecia, to moze otrzymac co
najwyzej 2 punkty.
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Zadanie 10. (0-3)
Dany jest ciagg (a, ) okreslony dla kazdej liczby catkowitej n >1, w ktérym @, =4 oraz dla

kazdej liczby n =1 prawdziwa jest rownos¢ a,,, =a, +n—4. Oblicz pierwszy wyraz ciagu
(a,) i ustal, czy ciag ten jest malejacy.

Rozwigzanie

Poniewaz a,=41a, =a, +3-4,wigc a, =5.

Analogicznie a, =a, +2—-4,wiec a, =7 oraz a, = a, +1-4, zatem a, =10.

Poniewaz a, = a, +4—4=a,, wigc ciag ten nie jest malejacy.

Uwaga:

Mozemy tez zauwazy¢, ze a,,, —a, =n—4. Roznica ta jest ujemna tylko dla n<4, a wigc

tylko pierwsze cztery wyrazy tego ciggu maleja. Dla n =4 roznica jest réwna 0, co oznacza,
ze czwarty i pigty wyraz ciggu jest taki sam. Ciag ten nie jest zatem malejacy.

Schemat punktowania

ZdaJACY OtYZYIMUJE ..ecccercecrnrincsanssassanssansnsssnesssssassassssssssssssessssasssasssssssssssssssasasasasssasssasssassas 1p.
gdy

e obliczy trzeci wyraz ciagu: a, =5
albo

e uzasadni, Ze cigg nie jest malejacy.

Uwaga:
Zdajacy nie musi odwolywac si¢ do definicji ciaggu malejacego, wystarczy, Ze zauwazy np., ze
a, =a, lub zapisze, ze dla n=4 réznica a,,,—a, =n—4 jest rowna 0, albo ze dla n>4

roznica jest dodatnia.

Z/dajacy OtrZYIUE ..ccccecerereiiniiienninisinneiniiismsisssssnessnssssnssssssssnsssassssnsssnssssnsssussssnsssnassansssasns 2p.
gdy obliczy pierwszy wyraz ciggu: a, =10 .

Z.dajacy OrZYIMNUJE ..cceeeeveieiniiieieineseieiniiisissasssnsesnesssssssssssasssnsesssasssssasasssassssssssnasssnssnasans 3p.
gdy obliczy pierwszy wyraz ciggu a, =10 oraz uzasadni, Ze ciag nie jest malejacy.
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Zadanie 11. (0-3)

Dany jest szeScian ABCDEFGH. Przez wierzchotki 4 i C oraz $rodek K krawedzi BF
poprowadzono plaszczyzng, ktora przecina przekgtng BH w punkcie P (zobacz rysunek).

G

B BebBe—2PC

A B
Wykaz, ze |BP|:|HP|=1:3.

Rozwiazanie
Punkt P lezy w plaszczyznie DBFH i jest punktem przecigcia przekatnej BH z odcinkiem KL,
gdzie L to srodek przekatnej BD $ciany ABCD.

H G
1
E 1
]
1
1
1
: S
, K
1
1
P
DLt A oS
'4‘
T
A B

Odcinek KL taczy $rodki bokéw BD i BF tréjkata DBF, wigec jest rownolegly do boku DF.
To oznacza, ze trojkat LBK jest podobny do trojkata DBF w skali 1:2. Zatem |BP‘ =%|BS|.

Punkt § to $rodek przekgtnej BH sze$cianu, wiec |BP| =%-%|BH‘ =%‘BH| . Stad wynika, ze
|BP|:|HP|=1:3. To koficzy dowdd.
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Uwaga:
Teze mozemy udowodni¢ tez w inny sposob.
Sposob 1
Niech M oznacza punkt przeciecia prostych LK i HF,

H F M

K
P
D L B

Wowecezas trojkaty LBK i MFK sa przystajace, gdyz oba sa prostokatne, |<3:LKB‘ =|<3:1MKF |

(katy wierzchotkowe) i |KB| = |KF| . Stad wynika, ze ‘FMI = ILBl = %lDB‘ .

Trojkaty LBP i MHP sa podobne (|<LBP|=|<MHP| i |«<BLP|=|<HMP|, gdyz sa to pary

katow naprzemianlegtych, a proste LB i HM sa rownolegle). Stad
6P| _ |LB| _  5IPB| _  5IP3
|HP|  |aM|  |HF|+|FM|  |DB|+ 1| DB|

N
? .
5 3
To konczy dowad.

Sposaéb 11
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
H F
a K
Y7 % a
D L o B

Wtedy |BK|=1a, |DB|=av2, |DB|=1av2 . Zatem

L IS ME U
|DB| af [z a\/_
awigc tga =tgf . Stad wynika, ze a = ﬁ ,gdyz a i B to katy ostre. Stad z kolei wynika, ze
trojkat LBP jest rownoramienny, wigc spodek O wysokosci PQ tego trojkata jest srodkiem
odcinka LB, Zatem ‘QB‘ =%‘LB| = %lDBl .
Trojkaty BPQ i BHD sa podobne (oba sg prostokatne i majg wspolny kat ostry przy
wierzchotku B), wigc

8P| _|oB| _4|PB| 1
|HB| |DB| |DB| 4

Stad wynika, ze |BP|:|HP|=1:3.
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Sposob 11T
Poprowadzmy odcinek faczace srodki przeciwleglych bokéw prostokata BFHD.
H F
a S K
P
D L B

Przecinajg si¢ one w punkcie S, ktory jest srodkiem przekatnej BH tego prostokata. Punkt P
jest natomiast §rodkiem przekatnej prostokata BKSL. Stad wynika, ze

|BP| =l\BH| i |HP| =3|BH| :
4 4

To oznacza, ze |BP| :|HP| =1:3.

Schemat punktowania

Zdajacy OtIZYMUJE ..ecccecceiceiiiiiuiiiacineisnisiisiessssasisssssesasesnssssssssssnssssesnsssnssasssssssasasasassnnssns 1p.
gdy zauwazy, ze P jest punktem przecigcia przekatnej BH z odcinkiem KL, gdzie L to srodek
przekatnej BD.

Z/dajacy OtrZYIUJE ..ccccecerernisnriienninissaneinisssnsissssssnsesnssssnsssnssssnsssnssssnssanssssasssnsssnnsssnassansssassns 2p.

gdy
e 7zapisze, ze trojkaty LBK i DBF sa podobne w skali 1:2
albo

e zapisze, ze odcinek KL jest obrazem odcinka FD w jednoktadnosci o srodku B i skali
albo

e wykaze, ze trojkgt LBP jest townoramienny np. wykaze, ze |<PBL|=|«PLB|
albo

e poprowadz odcinki faczace srodek przekatnej BH z punktami Ki L
i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

1
2 bl

-

Z/dajacy OtrZYIUE ..ccccecereieiiniiienninisinniiniiismsisnssssnsssnssisnssssssssnsssassssnsssnssssssssassssssssnsssansssasns 3p
gdy wykaze, ze | BP|:|HP|=1:3.
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Zadanie 12. (0-4)

Liczba m jest suma odwrotnosci dwoch réznych pierwiastkow rownania
K x*+(k=1)x+1=0, gdzie k#0.

Wyznacz zbior wartosci funkcji okreslonej wzorem f(x) =2".

Rozwiazanie

Réwnanie k’x*+(k—1)x+1=0 z niewiadomg x ma dwa rozwigzania rzeczywiste Xx,,
x, wtedy i tylko wtedy, gdy k=0 i (1’(—1)1—41'(2 >0,awigcdla ke (—I,O)U(O,%). Suma
m odwrotnos$ci rozwiazan jest okreslona wtedy, gdy x,x, #0, a wiec (ze wzoru Viete’a) gdy

i # 0. To zachodzi dla kazdej warto$ci k € (—1, 0) U(O,%). Zatem

kz
k-1
1 1 x+x, ~2
- 1 2 k= _
m=—+— ] ——(k—l)
X X XX, %2

Funkcja f'jest wigc okreslona wzorem
FR)=2"=(4)"" dla ke (-10)u(0.3).

Wykres funkeji fotrzymamy, przesuwajac wykres funkcji wyktadniczej g (k)= (%)k o wektor

if':[l, 0], a nastepnie biorgc ten fragment otrzymanego wykresu, ktory odpowiada

argumentom k€ (—1,0)uU (O,%) .

S0 N N

"“\.‘__

S
/i

Funkcja h, okreslona wzorem 7h(k)= 27 o (%)Hjcst malejaca, h(-1)= (%)_H =4,

h(0)= (%)_1 =2 h(%) = (%)ﬁ_1 = 2% =3/4, wicc zbiorem wartosci funkcji f jest
(¥4,2)u(2.4).
Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT A B V) 1) R 1p.

Zdajacy rozwiaze nierownos¢ A>0: ke [—1,%]\{0}.
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStED ....cccccriuiriemninnssnnesnininnsinssssnssnisssnsssnsssansssanns 2p.
Zdajacy wyznaczy sume¢ odwrotno$ci dwoch réznych pierwiastkow rownania w zalezno$ci
od k:

np.i+i=—k+1.

XX

Rozwigzanie zasadniczych trudnosci zadania .......cccceceeresveniesseniesssninnsissnssnsssssnssassessansnnns 3p

Zdajacy obliczy wartosci funkcji wyktadniczej A, okreslonej wzorem h(k):(%)k_l dla

argumentow —I, 0,%; h(-1)=4 h(0)=2, k(%):%ﬁ

ROZWIQZANIie PEINE ..ccceeieeineieinecnece s seenesenesesssessssasssssessnssansssssssassssnsssnassanssnanens 4 p.
Zdajacy wykorzysta monotoniczno$¢ funkcji wykladniczej i wyznaczy zbiér wartoSci

funkeji £ (3/4,4)\(2}.

Uwagi:

1. Jezeli zdajagcy zapisze i rozwigze warunek A>0, to za cale rozwigzanie otrzymuje co
najwyzej 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy wyznaczy poprawnie sum¢ odwrotno$ci roznych rozwigzan danego
réwnania, ale utworzy funkcje wyktadniczg o niepopranym wzorze, to za cale rozwigzanie
otrzymuje co najwyzej 3 punkty.

3. Jezeli zdajacy nie uwzgledni warunku k # 0 i wyznaczy zbior wartosci: (%/Z ,4) , to za cate
rozwigzanie otrzymuje co najwyzej 3 punkty.

4. Jezeli zdajacy btednie rozwigze nierowno$¢A >0, ale przy wyznaczaniu zbioru warto$ci
funkcji uwzgledni warunek k& # 0, to za cate rozwigzanie otrzymuje co najwyzej 3 punkty.

5. Jezeli zdajacy poprawnie rozwigze nierowno$¢ A >0 i warunek k& #0 uwzgledni dopiero
przy wyznaczaniu zbioru wartosci funkcji f, to moze otrzyma¢ maksymalng liczbe
punktow za cate rozwiagzanie.

6. Jezeli zdajacy niepoprawnie rozwigze nieréwno$¢ A >0 i przy wyznaczaniu zbioru
wartosci funkcji nie uwzgledni warunku k#0, to za cale rozwigzanie otrzymuje co
najwyzej 2 punkty.

7. Jezeli zdajacy poprawnie wyznaczy sume odwrotno$ci dwoch roéznych pierwiastkow
rownania w zaleznosci od k, zapisze wzor funkcji £, stosujac inng interpretacje zmiennej
niz przedstawiona W powyZszym rozwigzaniu, to moze otrzymac¢ maksymalng liczbe
punktoéw za cate rozwiagzanie.

8. Akceptujemy nast¢pujgce interpretacje.

I sposob interpretacji

Za taka odpowiedz zdajacy powinien otrzymaé maksymalng punktacje. Jesli przyjaé, ze

rownanie k’x*+(k—=1)x+1=0 to réwnanie z niewiadoma x i parametrem k, gdzie k#0, to

wtedy funkcja fzmiennej x jest stata i zbiorem jej wartosci jest {2’"} .
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IT sposob interpretacji
Jesli przyjaé, ze rébwnanie k’x” + (k—1)x+1=0 to réwnanie z niewiadoma x i parametrem £,
a funkcje fpotraktowac jako funkcj¢ zmiennej k, to zbiorem wartosci funkcji f'jest

(¥2.2)u(2.4).

9. Jesli zdajacy wyznaczy m w zalezno$ci od k (np. m=—k+1), ale nie zapisze warunku
istnienia dwoch roznych pierwiastkow rownania kwadratowego i na tym zakonczy, to
otrzymuje 1 punkt.

Zadanie 13. (0-3)
Rozwigz nierébwno$¢ (2sinx —3)(2sinx+1)> 0 w przedziale x € (0,27).

Rozwigzanie I sposéb ( metoda podstawienia )
Podstawmy sin x = 7, otrzymamy nierowno$¢ (2¢—3)(2t+1)>0.

Stad te —m,—l U E,-FDO , czyli sir1:x:<—l lub sinx>§.
2 2 2 2
Niero6wnos¢ sinx >% jest sprzeczna, zatem rozwigzujemy nierOwnos¢ sinx < —y

w przedziale xe (0,27).

F

y
s wm
I".‘ N
’ .
& h-
’ 3
’ \
’ N, X
) Y
) e ey o
1 i T BN R/ A
— — 3 . 7] “\ = g {2
Z S i B ok e ------*i----z--7’------"

Rozwiazanie: xe FEE
az : ' 6 )
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Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep, ale nie zostaly pokonane zasadnicze
trudnosSci ZAAANIA c.eeeeeeeeeeecnieiiiniien s s s as s e s s as s as s s aas s sanssnass 1p.

i : . . . 1 3
Zdajacy poda rozwiazanie nierownosci  (2¢-3)(2t+1)>0: te [—m,—E] U [—, +oo]
: : i g , : 1 . 3.

i zapisze go za pomocg alternatywy nieréwnosci sinx < = lub sinx > 5 1me tym
poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccocvnninimnnninsnninnnnnnsssessnans 2p.
Zdajacy

® zZauwazy, Z€ nierownosc sinx > 5 _]CST Sprzeczna

albo
n 1lxn

® rozwigze nieroOwnosc sinx < —% D XE [?,?] rozwigze nierdwnos¢ sin x < —% :
i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.

ROZWIQZANIE PEINE et asee s ssss e ssss s sas s saas s anas srsn s snnne 3p.

Zdajacy zauwazy, ze nierownos¢ sin x > 5 jest sprzeczna i rozwigze nierOwnos¢ sin x < —5:
Tn 1lln
el —,— | .
6 6

Rozwigzanie II sposéb ,,zbiér wartosci”
Zdajacy zauwazy, ze nierowno$¢ 2sinx—3 <0 spelniona jestdla xe R.
Zatem, aby spetniona byta nieréwnos¢ (2sinx—3)(2sinx+1)>0 wystarczy rozwigzaé

warunek 2sinx+1<0.

1 n 1lx
Stad sinx<——, czyli xe | —,— |.
* 2 [6 6 ]

Schemat punktowania
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccececiessnsnsseniessenissssinsessssssusssssnssassnssannns 2p.
Zdajacy:
e zauwazy, ze nier0wnos¢ 2sinx—3 <0 spehiona jest dla xe R
albo

C e, L. 1 i 1lx
®  T10ZWigZe nierownosc smx<—5: X€e ?,?

i na tym poprzestanie lub dalej popehia bledy.
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ROZWIQZanie PEINe ..t s s e 3p.
Zdajacy zauwazy, ze nierownos¢ 2sinx—3 <0 spelniona jestdla xe R i rozwigze

.y L 1 [7n na]
nierownosc simx < ——: xe ?,? .

Zadanie 14. (0-4)
W trojkacie prostokgtnym stosunek roznicy dhugosci przyprostokatnych do dlugosci

przeciwprostokatnej jest rowny % . Oblicz cosinusy katow ostrych tego trojkata.

Rozwigzanie (I spos6b)

Sporzgdzamy rysunek pomocniczy i wprowadzamy oznaczenia.

Bez zmniejszania ogolnosci rozwigzania mozemy zatozy¢, ze a>b. Otrzymujemy zatem
rownanie

a-b 1
c 2’
ktore jest rtOwnowazne rownaniu
a b 1
c ¢ 2

. ) 1 : : . 1 .
Oznacza to, 7e sinog—coser=—, a stad wynika, Ze sino =coso +— . Podstawiamy te
2 2
zalezno$¢ do tozsamoscei sin® & + cos” @ =1 1 otrzymujemy rownanie

3
2cos’a@+cosa——=0.

—1+47 147
—_, sy =—,
4 4

To rownanie ma dwa rozwigzania: cos =

Poniewaz ¢ jest katem ostrym, wigc drugie rozwigzanie nalezy odrzucic¢. Pozostaje obliczy¢
cosinus drugiego kata ostrego. Ale g =90° -« , wigc cos f =sine .
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Z rOwnosci
. 1
SIN¢¥ =Ccos ¥ +E

“Le7 L1447
. .

2 4

otrzymujemy cos f=sina =

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny

na drodze do pelnego roZwigzania..........eeeeeceiiieinissssecsniceisssssseesse s 1p.

Zdajacy zapisze rownosé 4 g . % w postaci sincx—cos(?.’:% i na tym zakonczy lub dalej
C

popehni bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep ......cccveeiceeeceicinisieisisecsnnccsisiensssssssassnnssnns 2p.

Zdajacy podstawi rOwno$é sin a— cosa = % do tozsamoéci sin’ @—cos’ @ =1 i doprowadzi
otrzymane rownanie do postaci uporzadkowanego réwnania kwadratowego, np.
) 3
2cos a’+cosa’—1=0
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania.........cccecerenieinieccnnnensssensnenistssncssssensenns 3p.
Zdajacy zapisze dwa rozwigzania tego rownania

—1+4/7 —1-7
b CO 4

s =
4

oraz odrzuci ujemne rozwigzanie tego rownania i na tym zakonczy lub dalej popehni btedy.

cosa=

Rozwigzanie Pelne ... 4 p.

Zdajacy obliczy i zapisze cosinusy obu katéw ostrych tego trojkata: cosar= 7

1++/7

1

cos =
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Rozwigzanie (II sposdb)

Sporzadzamy rysunek pomocniczy i wprowadzamy oznaczenia.

Bez straty ogolnosci rozwigzania mozemy zalozyc, ze a > b . Otrzymujemy zatem rOwnanie
a-b 1

c 2

2

Z tej rownosci wyznaczamy g =b+§. Poniewaz dany trojkat jest trojkatem prostokatnym,

wigc stosujemy twierdzenie Pitagorasa i mamy:

2
[b+£] +b*=c?,
2

3¢?—4bc—-8b*=0.
Otrzymane rownanie mozna potraktowaé jako rownanie kwadratowe z niewiadoma c
i parametrem b, Wyr6znik tréjmianu stojgcego po lewej stronie rownania

2
A=112b" =(4bﬁ) ,
jestliczba dodatnig (b > 0), wigc istniejag dwa rozwigzania tego rGwnania:
C_4b+4bﬁ_25(1+~ﬁ) ap—ap7 2b(1-47)
: 6 3 6 3 '

Poniewaz ¢, <0, wigc to rozwiazanie nalezy odrzucié, bo ¢ jest dtugoécia boku w tréjkacie.

ktore jest rtownowazne rownaniu

oraz c,

Obliczamy zatem cosinusy obu katow ostrych tego trojkata, stosujac definicje¢ funkcji cosinus
w trojkacie prostokatnym:

b b 3 (1) 1447
cos=—= = = =
c 25(1+ﬁ) 2(1+ﬁ) ~12 4 -
3
Podstawiamy ¢ =M do rownosci g =b+§ 1 otrzymujemy g = @

Zatem cosinus drugiego kata ostrego jest rowny:
b(4+ﬁ )
T3 44T SB(1VT) 147

C()Sﬁzﬂz = — =

¢ 25(1+ﬁ) 2(1+ﬁ) —12 4

3
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Schemat punktowania II sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny

na drodze do pelnego roZwigzania.........eeeeieceiiieisisssssesenc st sa s s enns 1p.

a-b 1 . . )
= 5 a nastepnie wyznaczy z niej jedng zmienng np.

Zdajacy zapisze rownosc
c

a=b+E
2
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny postep .....ccouieiereieesceicininieisisecseecsssiesssasssssassnnnsnns 2p.

2
Zdajacy skorzysta z twierdzenia Pitagorasa i doprowadzi réwnanie [b+%] +b*=¢* do

réwnania kwadratowego z niewiadoma ¢ i parametrem b
3¢’ —4bc—-8b* =0
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania......ccccncniiniinninnnnneessenn. 3p.

2b(1+ﬁ)

Zdajacy zapisze dodatnie rozwigzanie tego réwnania ¢ = ————~, a nastgpnie obliczy
3

cosinus kata a':

b —1+47

cosx=—=
c 4

i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

ROZWIgZanie PEINe ...t s s s 4 p.

Zdajacy obliczy i zapisze cosinusy obu katow ostrych tego trojkata: cosar= 7

1++/7

cosp=
p 4

Zadanie 15. (0-4)
Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja
doktadnie trzy cyfry nieparzyste.

Rozwiazanie (I sposob)
Rozpatrujemy dwa przypadki:
a) Jesli pierwszg cyfra jest cyfra nieparzysta, ktorg mozemy wybra¢ na 5 sposobow, to
z czterech pozostatych miejsc wybieramy dwa, na ktore wstawiamy cyfry nieparzyste.
Mozemy to zrobié na 5° sposobow. Na pozostatych dwoch miejscach umieszczamy
cyfry parzyste na 5° sposobow. Liczba wszystkich utworzonych w ten sposob liczb

4
pigciocyfrowych wynosi 5 -[2]-52 -5 =18750.

b) Jesli pierwsza cyfra jest cyfra parzysta, ktérg mozemy wybra¢ na 4 sposoby, to
z czterech pozostatych miejsc wybieramy trzy, na ktore wstawiamy cyfry nieparzyste.
Mozemy to zrobi¢ na 5° sposobéw. Na pozostalym miejscu umieszczamy cyfre
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parzysta na 5 sposobow. Liczba wszystkich utworzonych w ten sposob liczb

4
pigciocyfrowych wynosi 4- [3]-53 -5=10000.

Zatem wszystkich liczb pieciocyfrowych spelniajacych podane w zadaniu warunki jest
18750+10000=28750.

Rozwigzanie (II sposib)

W pierwszej kolejnosci obliczymy liczbg¢ wszystkich ciggéw S-wyrazowych, ktérych
wyrazami sa elementami zbioru {0, 1, 2, ..., 8, 9} oraz dokfadnie 3 wyrazy to cyfry

5 4
nieparzyste: [3]-53 .5 . Wsr6d niech jest [3]-53-5 ciggéw, ktorych pierwszym wyrazem

jest cyfra 0. Pozostale ciggi reprezentuja rozpatrywane liczby.
Zatem wszystkich liczb pigciocyfrowych spelniajagcych podane w zadaniu warunki jest:

5 4 .
[3]-53 -52—[3]-53-5=2—5-55—4-5‘ =10-5-5*-4-5* =46-5* =28750.

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny do calkowitego
rozwigzania Zadania...... s n s assa s 1p.
Zdajacy
e rozpatrzy dwa przypadki ze wzgledu na to, czy pierwsza cyfra liczby (liczac od lewej
strony) jest parzysta, czy nieparzysta i w kazdym z tych przypadkow zapisze na ile
sposobow mozna wybra¢ pierwsza cyfre: 4 w pierwszy przypadku, S w drugim
przypadku

albo
e zapisze, ze jest [3] mozliwos$ci rozmieszczenia trzech cyfr nieparzystych,

albo

e zapisze 10 przypadkow rozmieszczenia trzech cyfr nieparzystych:

albo
e zapisze, ze alby obliczy¢ liczbg wszystkich rozpatrywanych liczb wystarczy od liczby
wszystkich ciggéw S5-wyrazowych, ktorych wyrazami s3 elementami zbioru
10, 1, 2, ..., 8, 9} oraz doktadnie 3 wyrazy to cyfry nieparzystymi odjac¢ liczbg
wszystkich ciagow 5-wyrazowych, ktorych wyrazami sg elementy zbioru
10, 1,2, ..., 8,9} i pierwszym wyrazem ciggu jest cyfra 0

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
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Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEP ...cccevverrniriemninnssnnnsnininnsisnssssnsssnisssnsssnsssansssanns 2p.
Zdajacy zapisze liczbe wszystkich

4
e rozpatrywanych liczb, ktorych pierwsza cyfra jest parzysta: 4- [3] 5.5
albo
. r . . . 4 2 2
e rozpatrywanych liczb, ktorych pierwsza cyfra jest nieparzysta: 5- 5 5757,

albo
e liczbe wszystkich ciggéw S-wyrazowych, ktorych wyrazami sg elementami zbioru

5
10, 1,2, ..., 8, 9} oraz doktadnie 3 wyrazy to cyfry nieparzystymi: [3]-53 .52,

albo
e zapisze liczbe wszystkich ciggow 5-wyrazowych, ktérych wyrazami sg elementy

4
zbioru {0, 1,2, ..., 8, 9} i pierwszym wyrazem ciagu jest cyfra 0: [3]-53 5.

Pokonanie zasadniczych trudnoseci Zadania.........coeeiincmiiminiinicnnsnscsinssisisesssesssasanns 3p.
Zdajacy zapisze liczbe wszystkich rozpatrywanych liczb pieciocyfrowych

4 4
o 4. |.5.5+5. |.5%.5°
3 2

albo

5 4
. .5.52—| " |.5%.5,
3 3

albo
e obliczy bezblednie liczbe liczb pigciocyfrowych speliajagcych warunki zadania,
ktorych pierwsza cyfra jest cyfra nieparzysta, a liczbg liczb pigciocyfrowych
spetniajacych warunki zadania, ktorych pierwsza cyfra jest cyfra parzysta obliczy
z bledem rachunkowym (lub odwrotnie) i konsekwentnie do popetnionego biedu
obliczy liczbg rozpatrywanych liczb.

Rozwigzanie Pelne ......ciciiniinininininininisnnisissssssssssissmssssssissmsasssss e 4 p.
Zdajacy, obliczy, ze wszystkich liczb pigciocyfrowych spelniajacych podane w zadaniu
warunki jest 28750.

Uwaga:
Jezeli zdajgcy pominie jeden z 10 przypadkow rozmieszczenia trzech cyfr nieparzystych
i konsekwentnie rozwiaze zadanie do kofica, to otrzymuje 3 punkty,
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Zadanie 16. (0-5)
Punkty A=(-7,-2) i B=(4,-7) sa wierzchotkami podstawy trojkata rownoramiennego

ABC, a wysokos¢ opuszczona z wierzchotka A4 tego trojkata zawiera si¢ w prostej o rownaniu
2x+19y +52=0. Oblicz wspotrzedne wierzcholka C.

Rozwiazanie (I sposob)

Tréjkat ABC jest rownoramienny, wiec wierzcholek C lezy na symetralnej podstawy AB i na
prostej BC, ktora jest prostopadla do w prostej o rownaniu 2x+19y+52=0 (wysokosci
opuszczonej z wierzchotka 4 tego trojkata).
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\ |

/ 2 | "
/ / g

Niech § bedzie $rodkiem odcinka AB. Ze wzorow na wspolrzedne s$rodka odcinka

otrzymujemy
s :[xAerB ,yA +y5]:[—7+4,—2—7]:[_§,_2].
2 2 2 2 2" 2
1-(=2)

5
Symetralna odcinka 4B jest prostopadla do prostej o rownaniu y=—ﬁ(x—4)—7

Prosta AB ma réwnanie postaci y= (x—4)-7, czyli y=—%(x—4)—7.

i przechodzi przez punkt S, zatem ma postac y:ls—l[er%]—%, czyli y=1—51x—% lub

Ilx-5y—-6=0.
Prosta BC jest prostopadta do prostej o réwnaniu 2x+19y +52 =0 i przechodzi przez punkt
B =(4,-7), wigc ma rownanie postaci —19(x—4)+2(y+7)=0,czyli -19x+2y+90=0.
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Obliczmy wspotrzedne punktu C przecigcia tych dwoch prostych, rozwigzujac uktad rownan
11 6,
=—Xx——1-19x+2y+90=0.
y 5 5 Y

Stad
—19x+2[£x—£]+90=0,
5 5
—19-5x+2(11x—6)+90-5=0,
73x =438,
x=6.
11 6 60
Zatem y=—-6——=—=12, wiec C=(6,12).
d 5 5 5 € ( )
Uwaga:

Roéwnanie symetralnej podstawy AB trojkata mozemy wyznaczy¢ nieco inacze;.

Sposob a). Wykorzystamy fakt, ze jest ona prostopadta do wektora AB i przechodzi przez
srodek S odcinka AB. Wspdtrzedne wektora AB sg rowne ZB;=[4 —(-7),-7-(-2 )] =[11,-5].

Symetralna odcinka AB jest prostopadta wektora AB i przechodzi przez punkt § = (—%,—%) :
wigc ma ona réwnanie postaci 1 1(x+%)— S(y+%) =0,czyli l1x-5y-6=0.

Sposéb b). Wykorzystamy fakt, Ze symetralna odcinka jest zbiorem wszystkich punktow
plaszczyzny rowno oddalonych od jego koncow. Niech C =(x,y)bedzie dowolnym punktem

lezacym na symetralnej odcinka AB. Zatem ‘AC‘ = ‘BCl . Stad, otrzymujemy kolejno
JE+7) 24 (r+2)* =(x—=4) + (3 +7)7

(x+7) +(y+2)* =(x-4)" +(y+7)°,

x> +14x+49+ y* +4y+4 =x* —8x+16+y° +14y+49,
llx—=5y—-6=0, czyli y=%x—%.

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LR AU TV L TP 1p.

Zdajacy
e wyznaczy wspotrzedne $rodka S podstawy AB i zapisze rownanie prostej AB:
3 9

5
S=-2,-2|, y=—>(x-4)-7
[2 2] y=-17(=4)
albo

e wyznaczy wspotrzedne srodka S podstawy AB i obliczy wspotezynnik kierunkowy
5
prostej AB: § = —i,—g ,a=——,
2° 2 11

albo
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e wyznaczy wspolrzedne srodka S podstawy AB i obliczy wspotrzedne wektora AB:

S =[—5,—2], AB=[11,-5],
27 2

albo
e zapisze rownanie symetralnej odcinka 4B w postaci

JOor TP 4 (p+2)7 =y(x-4)2+ (3+7)*.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny PoStep ....coeeceiiieisienssieieniciersiessssessssesnsssensssanssnaens 2p.

Zdajacy wyznaczy:
11 6
e rownanie prostej SC: y= ?x—g lub 11x-5y-6=0

albo
e rownanie prostej] BC: —19x+2y+90=0.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......c.ccververnnresssniesssniessinisssssssssssssssnsssssnssannes 4 p.

11 6
Zdajacy wyznaczy réwnania prostych SC i BC: y= 5 x—g (lub 1lx-5y—-6=0),

—19x+2y +90 =0 i zapisze, ze C jest punktem przecigcia tych dwoch prostych.

Uwaga:
Jezeli zdajacy wyznaczajac rownania prostych SC i BC popelni blad rachunkowy, to otrzymuje
3 punkty.

ROZWIQZaANIe PEINE ..t sn e e 5p.

Zdajacy obliczy wspolrzedne wierzchotka C: (6,12).
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Rozwigzanie (II sposib)

Trojkat ABC jest rownoramienny, wigc |AC| = |BC| i punkt C lezy na prostej BC, ktora jest
prostopadta do w prostej o rownaniu 2x+19y+52=0 (wysokos$ci opuszczonej z wierzchotka
A tego trojkata).

—19x+2y+90=£0

=
-
dy
=
do
FF

U I (R I )

s
—
-

|/

/|
/]

T35 =6=0 / . < .

/ g B q I1
/ ® B

=
Ed
N
I
L]

/

Prosta BC jest prostopadta do prostej o rownaniu 2x+19y +52 =0 i przechodzi przez punkt
B =(4,-7), wigc ma réwnanie postaci
-19(x—4)+2(y+7)=0,
-19x+2y+90=0,

19
=—x-45,
=3

Zatem punkt C ma wspolrzgdne C = [xc,g X, —45] !

Trojkat ABC jest rownoramienny i jego podstawg jest AB, zatem |AC| = |BC| .

2 2
J(x., +7’}2 +[§xf —45+2j = \/(xf —4)2 +[%xf —45+7] .

2

2
(x,+7) +(gxc -45 +2] =(x —4)%[?;@ —45+7] ,

Zatem

Stad
2 2
(x. + 7}2 +{%xf —43] =(x, —4)2 +[gxf —38] ,
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2 2
x> +14x, +49+[%xf] —Z-gxf -43+1849=x"—8x, +16+[gxf] —2-%.@ 38 +1444,
14x, +49-19-43x_+1849=—-8x_ +16—-19-38x, +1444,
14x, +722x, —817x, +8x, =—1849+16—49+ 1444,
—73x=-438,
x=6.

Stad y=g-6—45=57—45=12,wi§:c C=(6,12).

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT A B V) 1 TR 1p.

Zdajacy zapisze, fze|AC| = ‘BC‘ i punkt C lezy na prostej BC, ktora jest prostopadta do proste;
o rownaniu 2x+19y+52=0,

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny PoStep ....cceeeeicieisiiessescnicessiessssessssssnnsssnsssanesnaens 2p.
Zdajacy wyznaczy rownanie prostej BC: —19x+2y+90=0,

Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania........eeeecececeececsecceneseesaee e 4 p.

Zdajacy zapisze wspotrzedne punktu C w zaleznosci od jednej zmiennej C = [xc,g X, —45]

oraz zapisze rownanie z jedng niewiadomg pozwalajgce obliczy¢ wspotrzednag punktu C, np.:

2 2
J(Jcc +T-")2 +[%xﬁ —45+2] =J(xf —4)2 +[%xf —45+ 7) :

Uwaga:

Jezeli zdajacy zapisze wspolrzgdne punktu C w zaleznosci od jednej zmiennej
Cz[xc,%xc—%] i nie zapisze rownania z jedng niewiadomg pozwalajagcego obliczyc

wspotrzedng punktu C, to otrzymuje 3 punkty.

RoOZWIgzanie PelNe ....uciniiiiiiniiniiiiniiiiiienisissisiesisissmssimsssissssam s 5p.
Zdajacy obliczy wspolrzedne wierzchotka C: (6,12).
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Rozwigzanie (I1I sposob)
Trojkat ABC jest rownoramienny, wicc wierzchotek C lezy na symetralnej podstawy AB

"‘.)’ /
2 A

£
a4

x4 2

7 élﬁlllZDHlSl!ﬁl

™
[
(W]

L.

:
-]
=
=
=0
£
L)
P

/
~L]

T3 = y—ﬁ:ﬂ/"

LI

—_—

Niech C=(¢,c, ). Punkt C lezy na prostej BC, ktora jest prostopadta do w prostej o rownaniu
2x+19y +52=0 (zawierajacej wysokos¢ opuszczong z wierzchotka 4 tego trojkata). Prosta
BC jest prostopadta do prostej o rownaniu 2x+19y+52=0, wigc wektor BC ma
wspotrzedne BC = k-[2,19] oraz BC = [.c1 —4,cz+?] .

Zatem

e, —4,c,+7]=k-[2,19],

e—4=k-2, ¢,+7=k-19,

¢, =2k+4, ¢,=19-7.

Punkt C ma wspétrzedne C =(2k+4,19k—7).

Niech § bedzie srodkiem odcinka AB. Ze wzorow na wspotrzedne srodka odcinka

otrzymujemy
o[ XatXs Ya+Is =[_7+4 —2—7]2[_3 _2]
2 7 2 2 7 2 2’ 2
. : : -7-(-2) : 5
Prosta AB ma rownanie postaci y:m(x_4)_?, czyli y=_ﬁ(x_4)_7'

5
Symetralna odcinka AB jest prostopadla do prostej o rdwnaniu y=—ﬁ(x—4)—7

i przechodzi przez punkt S, zatem ma postac
p-l(xa2)2
5 2) 2
11 6

=—x—,
y 5 5
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Zatem
19k—7=%(2k+4)—£,
95k—35=11(2k+4)-6,
95k—22k=35=44-6+35,
73k =173,
k=1.
Uwaga:

Obliczenia, gdy prosta SC ma posta¢ 11x—-5y—6=0.
11(2k+4)-5(19k-7)-6=0,
22k +44-95k+35-6=0,
73k =73,
k=1.
Stad punkt C ma wspoétrzedne C =(2-1+4,19:-1-7)=(6,12).

Schemat punktowania III sposobu rozwigazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LAY B V1 1 TP 1p.

Zdajacy zapisze:
e prosta BC jest prostopadla do prostej o rownaniu 2x+19y+52=0, wigc wektor BC
ma wspélrzedne BC = k- [2,19]
albo
e wspélrzedne punktu C, np.: C =(c,.¢,) oraz wspdhrzedne wektora BC w postaci, np.
BC = [c,—4,c,+7].

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....cccccceiiieisieescieicnicieiciesessesssac s sesssssnesnnens 2p.

Zdajacy wyznaczy wspolrzedne punktu C w zaleznosci od parametru £,
np.C =(2k+4,19k—-7).

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania.......coccveeviesnnresssnsesssnissssnissssssssssnsssssnssssssssannes 4 p.

Zdajacy wyznaczy rownanie symetralnej odcinka AB: 11x—5y—6=0 i wstawi wspotrzedne
punktu C =(2k+4,19k —-7) do tego rownania.

ROZWIQZANIE PEINE et sa e sn e 5p.

Zdajacy obliczy wspotrzedne wierzchotka C: (6,12)
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Uwaga:

Zdajacy moze przeprowadzi¢ nastg¢pujace rozwazania.

Punkt C lezy na prostej BC, ktora jest prostopadta do w prostej o rownaniu 2x+19y+52=0
(wysokosci opuszczonej z wierzchotka A4 tego trojkata).

"Aly /
. ef
H /
/
: /
/]
/1]
: /1
N
X / |
............... l USSP FE -
T/
G SR OO VU W O O U OO O O O O P 0 WO O Y =192y +90=0
e |
e L - e e 0 0 0 0 2 e ¥ IR _- R . O O A S
T —— A ol A I ........................
“\:—-—_———-f‘s = ’ e
~N LA, I
o | -
/TS
11_:—3y—6=l'}/ = ] .
/ BN
o | TS
[ ~

Punkt C ma wspotrzedne C =(c¢;,¢,).
Prosta BC jest prostopadta do prostej o rownaniu 2x+19y +52 =0, wiec wektor BC moze
mie¢ wspolrzedne BC = [2,19] oraz BC = [c,—4,c,+7].
Zatem
[c,—4,c,+7]=[2,19],
c—4=2,¢c,+7=19,
¢ =6,¢c,=12.
Punkt C moze mie¢ wspotrzedne C=(6,12).
Nastepnie nalezy sprawdzi¢ jeden z warunkow :
a) czy zachodzi rowno$¢ |AC| =|BC| ,
b) czy punkt C =(6,12) lezy na symetralnej podstawy AB.
Sprawdzenie warunku ‘AC| =|BC|
Obliczamy

|AC| = J(6+7) +(12+2) =13 +147 = 169196 = /365

oraz

|BC|=(6-4) +(12+7) =427 +19° =4+361 =365 .
Stad |AC|=|BC| i punkt C =(6,12).
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Sprawdzenie czy punkt C =(6,12) lezy na symetralnej podstawy 4B.

Wyznaczamy rownanie symetralnej SC.
Niech S bedzie srodkiem odcinka AB. Ze wzordw na wspotrzedne srodka odcinka

otrzymujemy
g X4 Xg YatVp|_ -7+4 2-7 _ 39
2 7 2 2 7 2 27 2)

-7-(=2)

4—(-7)

Symetralna odcinka 4B jest prostopadta do tej i przechodzi przez punkt S, zatem ma postac
11 [ 3] 9
y=—| x+=—|-=,

5
Prosta 4B ma rownanie postaci y = (.x —4)—7 ,czyli y= _ﬁ(x_4)_ 7.

5 2) 2

11 6
=—x——1lub l1x-5y-6=0.
y 5 5 y

Sprawdzamy, czy wspétrzedne punktu C =(6,12) spetniaja rownanie symetralne;:

11 6 66—6
y =?-6 3 =T =12 . Zatem wierzcholek C ma wspéhrzedne: (6,12).
Uwagi:

1. Jezeli zdajacy tylko poda wspétrzedne punktu C=(6,12), to moze otrzyma¢ co najwyzej
1 punkt za cale rozwigzanie.
2. Jezeli zdajacy poda wspéirzedne punktu C=(6,12) i konsekwentnie sprawdzi czy

zachodzi réwno$é |AC|=|BC

, to moze otrzymac 5 punktow za cale rozwigzanie.
3. Jezeli zdajacy poda wspotrzedne punktu C=(6,12), wyznaczy réwnanie symetralne;

podstawy AB i konsekwentnie sprawdzi, czy punkt C lezy na tej symetralnej, to moze
otrzymac 5 punktéw za cate rozwigzanie.
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Zadanie 17. (0-7)
Rozpatrujemy wszystkie walce, ktérych pole powierzchni catkowitej jest rowne 27 . Oblicz
promien podstawy tego walca, ktory ma najwicksza objetosé. Podaj te najwicksza objetosc.

Rozwiazanie

Niech r oraz h oznaczajg, odpowiednio, promien i wysokos¢ walca (¥ >0 i & >0). Poniewaz
pole P powierzchni catkowitej tego walca jest okreslone wzorem P =2mr’ +2nrh, Wigc
otrzymujemy rownanie 2n = 2nr’ + 2nrh , ktore jest rOwnowazne rownaniu 1 =r> +rh . Z tego
1-r?

r

rownowazna nierownosci 0 <r<1. Objeto§¢ walca réwna ¥V =nr’h zapisujemy jako
funkcje zmiennej 7 :

réwnania wyznaczamy wysokos¢ walca, j = . Zauwazamy, ze nierownos$¢ h >0 jest

1-7?

r

V(ry=mnr’- = qr—nr ,gdzie 0<r<l1,.

3

Pochodna tej funkcji jest okreslona wzorem V'(r)= n(l—BrZ) dla 0<r<l1. Dla ?‘=T
.. N 3 :

pochodna funkcji przyjmuje warto$¢ zero. Ponadto, dla 0<r< 3 pochodna funkcji
przyjmuje wartosci dodatnie, za$ dla 3 <r <1 wartosci dodatnie. Oznacza to, ze w punkcie

3
F‘=? objetos¢ ¥ tego walca osiaga maksimum lokalne. To maksimum lokalne jest

jednocze$nie najwicksza wartoscia funkciji V' (r)= wr—Tr w przedziale (0, 1), poniewaz dla

3 3
O<r ST funkcja V' jestrosnaca, a dla ?£r<1 jest malejaca.

Zatem, przy danym polu powierzchni catkowitej, najwigksza objetos¢ ma walec, ktorego

3

3 3
promien podstawy rowna si¢ r=T. Jezeli r =?, to h =T. Najwicksza objetos¢ tego

23

walca jest wigc rowna V' = Tit .

Schemat punktowania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

a) Pierwszy etap sktada si¢ z trzech cze$ci:
e zapisanie rownania 2m = 2nr’ + 2mrh
e zapisanie objetosci danego walca jako funkcji jednej zmiennej, np.

2
1-r 3
=nr—1mr

V(r)znrz'

e zapisanie, ze dziedzing funkcji V(r) jest przedziat (0, 1) .
Za zapisanie poprawnego rownania w pierwszej czeSci tego etapu zdajacy otrzymuje
1 punkt. Za poprawne zapisanie objeto$ci rozwazanego walca w drugiej czesci tego etapu
zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile pierwsza czg$¢ etapu zostata zrealizowana bezblednie. Punkt
za trzecig czes$¢ zdajacy otrzymuje niezaleznie od realizacji dwoch pierwszych czesci.
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b) Drugi etap sktada si¢ z trzech czgsci:
e zapisanie wzoru pochodnej funkeji V'(r), np.: V'(r) = :r:(l— 3r2) ]

e zapisanie, ze w przedziale (0, 1) pochodna funkcji ' ma jedno miejsce zerowe

VB

yr=—

3

-

3
e zapisanie, ze funkcja V(r) osigga w punkcie r=§ maksimum lokalne

i uzasadnienie, ze to maksimum lokalne jest jednoczesnie najwicksza wartoscig tej
funkcji.
Za poprawne rozwiazanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czg$¢ etapu zostala zrealizowana bezbtednie.

c) Trzeci etap:

1 punkt zdajacy otrzyma za zapisanie, ze dla » =

23
=——r,

9

walec ma najwigksza objetos¢ rowng

w | &

v

Uwaga:
Punkty za realizacj¢ danego etapu przyznajemy tylko wowczas, gdy zdajacy rozwigzat
poprawnie poprzedni etap zadania.
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