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Ogolne zasady oceniania

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki
zadania.

Zadanie 1. (0-1)

- , . , Poprawna
Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
odp. (1 p.)
II. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzoréw
i interpretowanie skroconego mnozenia na (aibf oraz a b’ C
reprezentaciji. (R2.1).

Zadanie 2. (0-1)

3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy stosuje
twierdzenie o reszcie z dzielenia wielomianu przez D
dwumian x — a (R3.4).

I. Wykorzystanie
i tworzenie informacji.

Zadanie 3. (0-1)

II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy na podstawie wykresu funkcji
i interpretowanie y=flx) szkicuje wykresy funkcji y = |f{x)|, y = c:A(x), B
reprezentacii. v=flex) (R4.1).

Zadanie 4. (0-1)

I, Wyketzystanic 11. Rachunek rozniczkowy. Zdajacy oblicza

i interpretowanie .. . A
reprezentacii. pochodne funkcji wymiernych (R11.2).
Zadanie 5. (0-1)
I1. Wykorzystanie gﬁ??ﬁne;fgﬁégﬁzzgﬁfgajﬁ320::1_322 granice
i interpretowanie L gt J , korzystajg .

z twierdzen o dziataniach na granicach i z wlasnosci

funkcji ciggtych (R11.1).

reprezentaciji.

Zadanie 6. (0-2)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. Zdajacy 753
oblicza prawdopodobienstwo warunkowe (R10.2).

III. Modelowanie
matematyczne.
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Zadanie 7. (0-2)

I11. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza
matematyczne. ich sumy (R5.3).

Przykladowe rozwigzania

I sposob
1
Pierws azem ci a,) jest aqq =——— . llorazem tego ci jest g =—————.
zym wyr agu (a,) jest 4y =——— go ciagu jest ¢ = ———
Poniewaz wszystkie wyrazy tego ciggu sa dodatnie, wigc szereg jest zbiezny, gdy

0<;<1. Zatem

2x-371
2x-371>0 i 2x-371>1.
Stad
2x>372,
x>186.
Zatem szukang liczba catkowita jest 187.
IT sposob
1
Pierwszym wyrazem ciagu (aﬂ) jest alzm, ilorazem tego ciggu za$ jest
x—
|
=——— . Szereg geometryczny jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy; |————<1.
q x_371 g geometryczny ) y yity Y, gdy 2x—371‘

Rozwigzujemy powyzszg nierownosc:

1
<—<
2x-371

2x-370  -2x+372
< A <0
2x-371 2x—-371

x#185,5 A (x—185)(x~185,5)>0 A (x—186)(x~185,5)>0,

5

.

X€ (—o0, 185) (186, +o0).

Wszystkie wyrazy ciagu (a, ) sa dodatnie, wigc xe (186, + <o) . Zatem szukang liczba catkowita
jest 187.

Schemat punktowania

Z/dajacy Ot ZYMUJC.uiueiiniuiniansnninnsinninnisissansasisnsissssasssnsssssssssasssssssasssssssssssssasssssssasssassasssnssns 1p.
gdy zapisze g = ﬁ 1 na tym poprzestanie lub dalej popeia btedy.

x_
Zdajacy Ot ZYMUJe..uuueiieieiceciasieiiiniiniiuieaesasisssssesnessaessssssssssssasesnssasssasssssssasssasassnassanssnsans 2p.

gdy zapisze najmniejszg liczbg catkowita x, dla ktorej nieskonczony szereg jest zbiezny, tzn.
liczbe 187, o ile wynik nie zostat uzyskany w wyniku blednego rozwigzania.
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Uwaga:
Jezeli zdajacy bez stosownych obliczen i bez komentarza zapisuje, Zze szukang liczba jest 187
i na tym zakonczy, to otrzymuje 1 punkt.

Zadanie 8. (0-3)

V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzorow skroconego

i argumentacja. mnozenia na (a ib)2 oraz a’ —b* (2.1).

Przykladowe rozwiazanie

[ sposob
Dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x’+ 3y’ =2 nierdbwno$¢ x+y<2 jest
rownowazna kolejno nierownosciom
2
(x+y) <4,
X +2xy+y> <4,
X +2xp+3°<2.2,
:ch+y2+2.ve:y52(:k:2 +y2),
X+ +2xy<2x" +2)7,
X+ v =2xy=0,
(Jﬁ:—y)2 >0.

Ta ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych x 1 y. To konczy
dowaod.

Schemat punktowania I sposobu rozwiazania

ZAaJACY OLFZYMUJE cueeeruieuiceicsniisiinieaiiaeisneissisneesnessessassssssasesasssnssasssssssssssesnsssasssasssssssesasss 1p.

gdy uzasadni, ze dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x*+ 3> =2 nieréwnosé
x+p<2 jest rownowazna nieréownoéci x’ +2xy+ 3> <2-2 i na tym poprzestanie lub dalej
popeinia bledy.

Z.dajacy OIFZYMUJE ..ecccveeeicaeecnisaiiieniiisnsisssasesssessssssassssssssnsesssssssssasasssnsessssssnssasasssasssnnsssnns 2 p.
gdy uzasadni, ze dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x*+ y>=2 nieréwno$é

x+y<2 jest rtownowazna nieréwnosci x’ + y° +2xy < Z(Jn:2 + 37 )i na tym poprzestanie lub
dalej popehia bledy.

Zdajacy OtrZYIMUJE ..eccvereicsnsssnsssansinisssnsinsssansisnssssnsssassssnsssnssssnssssssssnsssnssssssssnssssnsssnsssansssnss 3p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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Przykladowe rozwiazanie

1T sposob
Niech xi y beda dowolnymi dodatnimi liczbami tzeczywistymi takimi, ze x* +y° =2.
Obie strony nierownosci x+ y <2 sg dodatnie, wigc podnoszac obie strony nieréwnosci do
kwadratu otrzymujmy nieréwno$é rownowazng
x*+y*+2xp<4.
Stad otrzymujemy 2 +2xy <4, wigc xy <1.
Obie strony tej nierownosci xy <1 sa dodatnie, wigc podnoszac obie strony nieréwnosci do
kwadratu otrzymujmy nier6wno$é rownowazng
x*y* <1.
Z zalozenia y’ =2—x’. Woéwczas nieréwnosé x°y° <1 jest rtwnowazna nieréwno$ciom
x’ (2 —x’ ) <1,
—x*+2x* <1,
x'=2x*+12>0,
(x2 —1)2 >0.

Ta ostatnia nierownosc jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x. To konczy dowod.

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania
Zdajacy OtrZYMUJE cuveerrecersransinniniinnisnsiniesnssasisnsinsesasssnssssssnsssnssasesnsssassssssssssnssssasasssassanssnssns 1p.

gdy uzasadni, ze dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x*+ 3> =2 nieréwnosé
x+ y<2 jest rOwnowazna nierownosci xy <1 i na tym poprzestanie lub dalej popehia biedy.

Zdajacy OtrZYMUJE .uevevceerienesnisiniisnrsianssaisssnsesnssssnssssssssnsessssssnssasssssasessssssnssssnsssnssssnsssasssnnsss 2p.
gdy zapisze nierownos$¢ z jedng niewiadoma, np. x(\/Z—T ) <1 i na tym poprzestanie lub
dalej popehia biedy.

Zidajacy OtFZYMUJE ..cccveeeeieeeieniceniinisisnesasessneesssssssssssssasesasssssssassssasessssssnasasassnssssnsssnsssnnnss 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Przykladowe rozwiazanie

I1I sposob
Niech x i y beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x>+ y°=2.
Wykorzystujac nierownos¢ miedzy srednig arytmetyczng i $rednig kwadratowa, otrzymujemy

x+y<’x2+y2
2 N 2 7

X+y

Stad i z rownosci x” + y* =2 wynika, ze < E =1, czyli x+ y<2.To kohczy dowdd.
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Schemat punktowania IIT sposobu rozwigzania

Z.dajacy OIFZYMUJE ..ecccverercseecniseiiieniiisnsisesatessssessssssassssssssasesssssssssssasssnsesssasssssasasssnsssnnsssnns 2 p.

gdy zapisze nierbwnos¢ miedzy $rednig arytmetyczng i Srednig kwadratowa

x+yS ’Je:2+y2
2 2

1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia bledy.

Z.dajacy OIFZYMUJE ..ecccveeerceeccnenniiiniiisneisassatssnssssssssassssssssasesssssssssasasssnsesssassnssasasssnsssansssnss 3p.

gdy zapisze nierownos$¢ migdzy Srednig arytmetyczng i Srednig kwadratowg i na tej podstawie
uzasadni prawdziwo$¢ nieréwnosci x+ y <2,

Przykladowe rozwigzanie
IV sposob
Dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x’+ 3y’ =2 nierdwno$¢ x+y<2 jest
rownowazna kolejno nierdwnosciom
2
(x+y) <4,
X +2xy+y <4,
2+2xy<4,
xy <1,
x’y* <1.

Mozemy przyjaé, ze x” =1—p oraz y’> =1+ p, gdzie —1< p <1. Zatem nieréwnoéé x’y” <1
przyjmuje posta¢ (1—p)(l+p)<1, czyli 1-p®<1, co jest prawda dla kazdej liczby

rzeczywistej p, wiec, w szczegolnosci, dla kazdej liczby —1< p <1. To konczy dowod.

Schemat punktowania IV sposobu rozwigzania

ZAaJACY OIFZYIMUJE ..ueeeeieueeeseniisiinieaisaeisnsissesnsesnesssssassssesasesasesnsssasssssssssasesnsssasssassssssnesnsss 1p.
gdy uzasadni, ze dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x>+ y®=2 nieréwnos¢
x+ y <2 jest rownowazna nieréwnosci xy <1 ina tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.

Z.dajacy OIFZYMUJE ...cccveeeiceeecnisniiieniiisneisassasssssessssssassssssssnsessssssssasasssasesssssssssasasssnsssnnsssnns 2 p.
gdy uzasadni, ze dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x>+ y®=2 nieréwnos¢

x+y <2 jest rownowazna nierébwnosci x’y*> <1 oraz przyjmie, ze x> =1—p oraz y’ =1+p,
gdzie —1< p <1, 1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia bledy.

ZAaJACY OtFZYMUJE ccceeeruieruieasesniniieiesaisaeianeissisnsesnessssassssssasesnssssessasssssssesssesnsssasssassssssesnsas 3p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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Przykladowe rozwiazanie
V spos6b
Niech x i y beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x* +y° =2.
Stad
X +2xy+y =2+42xy,
(x+ y)2 =2+2xy,

X+y=4J2+2xp.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x 1 y prawdziwa jest nierowno$¢ (x— y)2 >0, a stad
kolejno

2 2

X" =2xy+y" =20,

2xy < x>+ y2 .
Zatem dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistymi x i y takich, ze x°+y* =2 prawdziwa
jest nierownosé

2xy<2,
xy<l1.

Stad wynika, ze

x+y=.\/2+2xy5\/2+2-1 =J4=2.
To konczy dowaod.

Schemat punktowania V sposobu rozwigzania

Z/dajacy OtrZYMUJE cieeirnieinianianinmsinninninisansasisnsisissmssssssssssisssistssasssssssssssssasssssssasssassasssnssns 1p.

gdy
e uzasadni, ze dla dowolnych liczb dodatich x i y takich, ze x’+ y’> =2 nieréwno$é

x+ y <2 rownowazna nierownosci xy <1
albo
e zapisze, ze dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x*+ y”> =2 suma liczb xi y

jest rowna x+ y=./2+2xy
i na tym poprzestanie lub dalej popetnia bledy.

Zidajacy OtFZYMUJE ..ccceeeeienerenieeiiinisisnestaessssesssssassasssssnsessssssassasassasesssasssasasassassssnssnsssnnnss 2 p.
gdy uzasadni, ze dla dowolnych liczb dodatnich x i y takich, ze x’+ 3> =2 nieréwnosé

x+y<2 rownowazna nierdownosci xy<l oraz zapisze sume¢ liczb x i y w postaci

x+ y=4/2+2xy inatym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.

Z/Adajacy OtrZYMUJE .ueveveesiennsnininiiinnninniaissneeisnsisnssssssssnssssnsssnssssssssnssssssssnssssssssassssnsssnsssanss 3p.
gdy przeprowadzi peine rozumowanie.
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Przykladowe rozwiazanie

VI sposob

Niech x i y beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x*+y°=2. To
oznacza, ze kazda para liczb (x, y) spetniajagca to rownanie stanowi wspotrzedne punktu
lezacego w I ¢wiartce ukladu wspolrzednych na okregu o srodku § =(0,0) i promieniu
r=+2.Punkt A= (L1) lezy na tym okregu, wigc prosta o rownaniu y =x zawiera $rednice

tego okregu. Oznacza to, ze prosta prostopadia do niej 1 przechodzaca przez punkt A jest
styczna do okrggu. Ma ona rownanie y=—(x—1)+1, czyli x+y=2. Ta prosta wyznacza
dwie polplaszczyzny, z ktérych jedna opisana jest nierownoécia x+ y <2. Srodek S okregu
lezy w tej polplaszczyznie, gdyz 0+0=0< 2, Stad wynika, ze w tej polplaszczyznie lezg tez
wszystkie punkty okregu.

To koniczy dowad.

Schemat punktowania VI sposobu rozwigzania

Z.AaJACY OtrZYMUJE weverecuicruecsnssnrssnnisnesanssassanssanssnissnesanssasssnssssesnsssnsssssssssasssasesnsssasssassnssasssness 1p.
gdy zapisze, ze wszystkie punkty P =(x,y), ktorych wspolrzedne spelniaja rownanie

x’+y’ =2, leza na okregu o Srodku §=(0,0) i promieniu r =+2 i na tym zakonczy lub
dalej popehia bledy.
Z.dajacy OIFZYMUJE ..ecccveeeicseceniiniiinsiiisneisssssiessssessnssssssssnsssasesssssssssssssssnsesssssssssasasssnsssnnsssnns 2 p.

gdy zapisze, ze wszystkie punkty P =(x,y), ktérych wspotrzgdne spelniaja réwnanie
x*+y’ =2, leza na okrggu o $rodku § =(0,0) i promieniu r=+2 oraz ze kazdy punkt
okregu lezy w polplaszczyznie opisanej nierownoscig x+ y <2, ale nie stwierdzi, ze krawedz
tej polplaszezyzny jest styczna do okregu i na tym zakonczy lub dalej popelnia biedy.

ZAaJACY OtFZYMUJE ccceeeruierueeaiinniiniieieiaiiaeianeissisnsesnesssssssssssasesasesnessasssssssesasesnsssasssasssssssesasas 3p.
gdy zapisze, ze wszystkie punkty P=(x,y), ktoérych wspolrzedne spetniaja réwnanie

x*+y* =2, leza na okrggu o $rodku S =(0,0) i promieniu r=+2 oraz ze kazdy punkt
okregu lezy w polplaszczyznie opisanej nierownoscig x+ y <2, a takze stwierdzi, ze prosta
o rownaniu x+ y=2 jest styczna do tego okregu.
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Przykladowe rozwiazanie
VII sposob
Niech x i y beda dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x*+ 3> =2 . Stad

otrzymujemy y°=2-x", wigc y=+v2-x" dla 0<x< V2, gdyz y>0. Wowczas
nier6wnos$¢ x+ y <2 jest rOwnowazna nierownosci

x+42-x* <2,
N2-x*<2-x.

Obie strony tej nieréwnosci sg dodatnie, gdyz 0<x< V2, wigc, podnoszac obie strony
nieréwnosci do kwadratu, otrzymujmy nieréwnos$¢ rownowazng
2-x"<4-4x+x°,
2x°—4x+220,
x*=2x+1=0,
(Jc—l)2 >0,
ktora jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x. To konczy dowod.

Schemat punktowania VII sposobu rozwigzania
Zdajacy OIFZYIMUJE ..cceceeeieiiicincisiiiniiniiaieaesasissessesnssssessssassssnssasesnsssasssasssssssssssasasssassanssnsans 1 p.

gdy wyznaczy z rownosci x* + y* =2 jedng z liczb w zaleznosci od drugiej: y=+/2—x* dla

O<x< \/5
i na tym poprzestanie lub dalej popetnia biedy.

Z/dajacy OtFZYMUJE ..ccceeerieneiaieeiiinisisiesaseessessssssssasssssasessssssnssasssssasessssssnasasassnsssnssssnsssnnnss 2 p.

gdy zapisze nieréwnos¢ z jedna niewiadoma, np. x> +v2—x* <2 i na tym poprzestanie lub
dalej popetnia biedy.

Zdajacy OtrZYMUJE ceceieeeieiiaciasinniiniininieaesssisssssesnessnssssssssssssasesnsssasssasssssssssssasasssassanssnsans 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Przykladowe rozwiazanie

VIII spos6b
Niech x i y bedg dowolnymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze x*+3y* =2 Stad

otrzymujemy y=+/2—x> dla 0<x<+/2, gdyz y>0. Do obu stron réwnania x>+ y*> =2

dodajemy 2xy , otrzymujac
X+ y 4+ 2xy=2+2xy,

(x+y)2 =2+2xy.

X+y=+2+2xy= \/2+2x\/2—x2 = \/2+2\f2x2 —x*.
Rozwazmy funkcje f okreslong dla O<x<+2 wzorem f(x)=2+2¢ 22 —xt.
Wyznaczymy najwigksza wartos¢ tej funkcji. Poniewaz funkcja y=2+ 2t jest rosngca,

Stad
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wigc funkcja fosigga najwigcksza warto$¢ wtedy i tylko wtedy, gdy najwigksza warto$¢ osigga
funkcja g okreslona dla 0<x< V2 wzorem g(x)= 2x?—x*. Obliczamy pochodng tej
funkcji

g'(x) =4x—4x> dla 0<x<+2.
Obliczamy miejsca zerowe pochodnej i badamy jej znak.
Poniewaz g'(x)=4x(1-x)(1+x) oraz 4x(1+x)>0 dlakazdego 0<x < V2, wiec:
g'(x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy 1-x=0, czyli x=1,
g’(x)>0 wtedy i tylko wtedy, gdy 1-x>0 i 0<x<+/2,czyli gdy 0<x<1,
g’(x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy 1-x<0 i 0<x<~2,czyli gdy l<x<+2.
Zatem w przedziale (0,1) funkcja g jest rosngca, w przedziale (1,\/5) jest malejaca,
a w punkcie x=1 przyjmuje maksimum lokalne, ktére jest jednoczesnie najwigksza
wartoscig tej funkcji.
Gdy x=1,to

f)=2+2y2.12-1* =4,

Zatem

x+y< \/Z =2,
co konczy dowad.
Schemat punktowania VIII sposobu rozwigzania

Z.AaJACY OtrZYMUJE weverriuiesunsnssnnssnnisnssunssassansianssnsssnssasssasssnssasssasssssssssssssssssssssnsssassssssnssssssssss 1p.

gdy wyznaczy sume liczb x i y w zaleznosci od jednej zmiennej, np. x+ y =12 +2xV2-x2
dla 0<x<+/2 ina tym poprzestanie lub dalej popelnia blgdy.

Z.dajacy OIFZYMUJE ...cccveeeicseceneiniiieniiisnsisssassssssessssssassssnsssnsesssssssssasasssnsesssssssssasasssasssnnsssnns 2 p.
gdy obliczy miejsca zerowe pochodnej i zbada jej znak, np.:

g’(x)=0dla x=1, g’(x)>0 dla 0<x<1, g’(x)<0 dla l<x<2

1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia bigdy.

Z.dajacy OtFZYMUJE ..ecccveeerceeccnisniiieniiisnsisassaissnssssssssassssssssasesssssssssssasssnsesssssssssasasssnsssnnsssnss 3p.

gdy przeprowadzi peine rozumowanie.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy jako jedyne uzasadnienie prawdziwosci nierdwnosci przywoluje
nierownos¢ Cauchy’ego” 1 nie zapisuje tej nierownosci ani zadnych wnioskow plyngcych
z zastosowania tej nierownosci, to otrzymuje 0 punktéw.

2. Jezeli zdajacy, oprocz powolania si¢ na nazwisko Cauchy, zapisze odpowiednig
nierownos$¢ Cauchy’ego, to przedstawione rozwigzanie jest oceniane tak, jak to przewiduje
schemat.

3. Jezeli zdajacy nie zapisze koniecznego zalozenia o mozliwych warto§ciach x przy
wyznaczaniu y w zaleznosci od x, to otrzymuje co najwyzej 2 punkty.
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Zadanie 9. (0-3)

7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje figury podobne i jednokladne;
wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich wlasnosci
(R7.4).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Poprowadzmy promienie SE i SF okrggu o $rodku S do punktéw E i F stycznosei tego okregu

odpowiednio z przekatng BD i bokiem 4B prostokata. Niech G bedzie rzutem punktu N na
bok 4B, jak na rysunku.

D C
VG
¥
: AN N
MP——Y5
& r
. N o
A F G B

Wowezas |SM|=|SE|=|SF|=|M4|=|NG| oraz |DE|=|BN|.
Trojkaty DMS 1 DES sa prostokatne, wigc ztwierdzenia Pitagorasa dla tych tréjkatow
otrzymujemy

[ae|=| ST ~jsmf’ = | s ~{sz’ =|pE].
Odcinek MN jest rownolegly do AB, wigc katy GBN 1 ENS sg réwne. Trojkaty BGN i NES sa
prostokatne, wigc katy BNG 1 NSE takze sa rowne. To z kolei wraz z rownoscig
|SE| = |NG‘ oznacza, 7e trojkaty BGN i NES sa przystajace. Zatem |BN‘ = ‘NS| .
Stad
' |MN| =|MS|+|SN| =|MA|+|BN|=|MA| +|DE| = |MA| +|DM| =| 4D
To koniczy dowad.

Uwaga:
Roéwnos¢ odecinkow DM 1 DE wynika tez bezposrednio z twierdzenia o odcinkach stycznych.
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I sposéb
Poprowadzmy promienie SE i SF okregu o Srodku S do punktéw E i F stycznosci tego okregu
odpowiednio z przekatng BD i bokiem AB prostokata. Polaczmy punkty S oraz B, jak na
rysunku.

D C
E '\
r
MP—— N
N
A F B

Wowezas [SM|=|SE|=|SF|=|MA| oraz |DE|=|BN|.
Poniewaz ‘MN]=r+|SN] oraz ‘AD|=r+‘DM
Z przystawania trojkatow prostokatnych BFS i BES (wspélna przeciwprostokgtna i rowne
przyprostokgtne |SF| = |SE| ) otrzymujemy ‘{EBS| = ‘{FBSl .

Odcinek MN jest rownolegly do AB, zatem katy FBS 1 NSB sg rowne, jako katy
naprzemianlegle, czyli katy NSB i SBN takze sa rowne. Wobec powyzszego trojkat BSN jest
rOwnoramienny 1 |BN‘=‘NS| oraz |BN|=|DM|, a stad wynika rownosc¢ ‘DM|=|SN|. To
konczy dowad.

, wystarczy wykazac, ze ‘DM | = |SN1 :

[ sposob
Poprowadzmy promienie okrggu o Srodku S do punktow E i F styczno$ci tego okrggu

z bokami BD i AB trojkata DAB. Niech r oznacza promien tego okregu, x= |MD , y= |SN |
1z =|EN|.

D c
VA
X ~ .
V4
r
- N
M s>
r\,
4 r F B

Z twierdzenia o odcinkach stycznych wynika, ze |ED| = |MD| =x. Trojkaty DAB 1 CBD sa
przystajace, wigc |NB| = ‘ED| = x . Czworokat AFSM jest kwadratem, wiec |MA| = |AF| =r.
Ponadto |BF|=|BE|=x+z.

Trojkaty DAB 1 DMN sg podobne (oba sg prostokatne 1 majg wspdlny kat ostry przy
wierzchotku D). Zatem

AD| _|MD| Cr+x x
= , czyli = :
DB DN1 2x+z x+z
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Stad
(r+x)(x+z)=(2x+z)x,
rx+rz+x’+xz=2x>+xz,
2 a—
0 e
r
Z podobienstwa trojkatow MDN i ESN (oba s3 prostokatne i maja wspolny kat ostry przy
wierzchotku N) wynika , ze

‘SEI |MD| czy1i£= i
|sN|  |pN|’ y x+z’

Stad i z (1) otrzymujemy

r(x+z) _mtr xz;m B rx+x2—rx_

y:
X X X

To oznacza, 2e|AD‘ =r+x=r+y =|W| . To konczy dowod.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze

do pelnego rozwigzania zadania ... 1 p.
Zdajacy
. poprowadzi odcinki SE 1 NG
albo
e  zapisze rownoéé |DM|=|DE|,
albo
e zapisze rowno$¢ |DE|=|BN]|,
albo
e zapisze rownosé |SM|=|[SE|=|M4|=| NG|,
albo
. zapisze, ze trojkaty BFS i BES s przystajace,
albo
. zapi | ikaj dobien J! ' . |AD|=|M|
pisze proporcje¢ wynikajaca z podobienstwa trojkatow DAB 1 DMN ,
8| [DM
albo
| o AP L
. zapisze proporcje wynikajaca z podobienistwa trojkatow MDN i1 ESN : —— =+——,
|SN|  |DN|
albo
. zauwazy, ze odcinek BS jest dwusieczng kata ABD,
albo
e 7zapisze, ze trojkat BNS jest rownoramienny
i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ........ceeeceeeeeecnscnsiniernecsisssesses e 2 p.
Zdajacy
. zapisze, ze trojkaty BGN i NES sa przystajace
albo
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2

e zapisze, ze trojkat BSN jest rtownoramienny i |BN|=|DM

albo
: . r+x x .r x
. zapisze proporcje: = 1—= ,
2x+z x4z v x+z
albo
e  zauwazy, ze [MN|=r+|SN| i |EN|=|4B|-|4D|,
albo

r+x _ X

r+y+xt—r> rty

wynikajgce z twierdzenia Pitagorasa w jednym z trojkatow BGN 1 ENS
1 na tym zakonczy lub dalej popetia bledy.

. . . r X . . .
. zapisze proporcje: 1 == oraz zapisze rownanie
Z

_}‘-l-_}f

Rozwigzanie pelne......cciiicninininiieissssssissssssssssisssssssssn. 3p.

Zdajacy wykaze, ze |MN‘ = ‘AD| s

Zadanie 10. (0—4)

4. Funkcje. Zdajacy wykorzystuje wlasno$ci funkeji liniowe;j
IV. Uzycie i tworzenie | i kwadratowej do interpretacji zagadnien geometrycznych,
strategii. fizycznych itp. takze osadzonych w konteks$cie praktycznym)
(4.12).

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Wyznaczymy najpierw wspOlrzgdne punktu przecigeia. Przyrownujemy f(x)i g(x),
a otrzymane rownanie zapisujemy w postaci

( a+l)x=7.

Poniewaz x>0, wiec a+1>0,czyli a>-1.
Zatem

7 5-2a
y=f=——-2=2C
a+1 a+1
Poniewaz y > 0, aponadto a+1>0, wiec wynika stad, ze 5—2a >0, skad otrzymujemy
a<.
2
Laczymy oba warunki x>0 i y >0 i zapisujemy odpowiedz: punkt przecigcia wykresow

funkcji ma obie wspotrzgdne dodatnie dla —1<a< g
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IT sposob
Zilustrujmy w ukladzie wspotrzednych sytuacje opisang w tresci zadania.

'y

-

¥

[Ur e 4

A\ .'.
> o BWUh gvtth o e D e

=

10 11 12 13

|
=
v )
T
Tad
=
)
L
T
o
.
vo

x +i5

"5

<

I

|
b2 | Wy

Poniewaz roéwnanie y=-ax+5 opisuje pe¢k prostych przechodzacych przez punkt
o wspotrzednych (0,5) , Wigc rysujac proste o rownaniach y=x+5 oraz y = —%x+ 5 (linie

przerywane) otrzymujemy graniczne polozenia linii prostych nalezacych do tego pgku —
prosta o rownaniu y = x+ 5 nie ma zadnego punktu wspolnego z prosta o rownaniu y =x-2,

natomiast prosta o réwnaniu y = —% x+5 ma jeden punkt wspolny z prostg o rownaniu

y=x-2, jest nim punkt (2,0), ktérego wspotrzedne nie spelniaja warunku okreslonego

w tresci tego zadania.
Zapisujemy odpowiedz: Punkty przecigcia wykresow funkcji majg dwie dodatnie

wspolrzedne wtedy i tylko wtedy, gdy —-1<a <% .
Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWiIigZania ZAAANIA ... ss s sss s e s s s s s as s sassa s s sn e nenas 1p.
Zdajacy wyznaczy jedng ze wspotrzgdnych punktu przecigecia w zaleznosci od a@ oraz zapisze:
L ] x= 7
a+l
albo
[ ] y —_ ? _2
a+1

i na tym zakoniczy lub dalej popelnia bledy.
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Rozwiazanie, w Ktorym jest istofny PosteP.....ccuuniuennnennininnninnsssnssnisisnsisnssssnsssnssssnsssens 2p.
Zdajacy
e wyznaczy obie wspotrzedne punktu przecigeia w zaleznosci od a 1 zapisze: x = L )
a+
. 5-2
i y=2"22 dlag#-1
a+l

albo

e wyznaczy pierwszg wspolrzedna punktu przecigcia w zaleznosci od a: x= 1
a+

1 zapisze, ze druga wspolrzedna jest dodatnia, gdy x>2 (o ile wynika to
z przywolanej koniunkeji x >0Ax>2),
albo
e zapisze,ze x>0, gdy a>—1 i nie wyznaczy drugiej wspolrzednej punktu przeciecia,
albo
e sporzadzi ilustracj¢ graficzng jednej pary prostych o rownaniach: y=x-21 y=x+5
lub y=x-21 y=—§x+5

i na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania........eeeeecreceeieccsceececesscs s 3p.
Zdajacy:
. zapisze, ze dla a>-—1 spelniona jest nierownos¢ x>0 1 wyznaczy druga
wspolrzedng
albo

. zapisze, ze dla —1<gq <%speh1iona jest nierowno$¢é ¥ > 0 i nie rozwazy warunku

x>0,
albo

e sporzadzi ilustracje graficzna, na ktorej znajda sie proste o rownaniach:
y=x+5 1 y= —%x+5 1 y=x-2
oraz zapisze przynajmniej jedng poprawna nieré6wnos¢, ktorg spelnia wspolezynnik a,
albo
e sporzadzi ilustracje graficzng prostej o rownaniu: y=x-2 i pegku prostych

przechodzacych przez punkt o wspolrzednych (0, 5) oraz zapisze przynajmniej jedna
poprawna nierownos$¢, ktora spetnia wspolczynnik a

1 na tym zakonczy lub dalej popelnia bledy.

RoOZWigzanie Pele ... 4 p.

5
Zdajacy zapisze, ze dla —1<a < Y obie wspotrzedne punktu przecigcia sa dodatnie.
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Uwagi:
1. Jezeli zdajacy podstawia do rownania peku prostych wspotrzedne punktu (0, 2), otrzymuje

a=% i na tym zakonczy lub dalej popeli bledy, to otrzymuje 1 punkt. Jesli dodatkowo

poda, ze a< % , to otrzymuje 2 punkty.
2. Jezeli zdajacy przedstawia rysunek, na ktorym jest tylko prosta o rownaniu y=x-2,

1 odpowiedz ae [—1,%] bez zadnych wyjasnien, to otrzymuje 1 punkt.

Zadanie 11. (0-4)

6. Trygonometria. Zdajacy rozwiazuje rownania i nierownosci
trygonometryczne oraz postuguje si¢ wykresami funkcji
trygonometrycznych (R6.6, R6.4).

IV. Uzycie 1 tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwiazanie

<0 jest rownowazna

. ) ; ., ., 2(:05.75—\/3T
Poniewaz cos’x>0 dla kazdego x, to nierOwnos¢ —

cos” x
. " : : 3.
koniunkcji 2cosx—/3<0i cosx #0, czyli cosx<7 icosx#0.

Zatem xe [%—f’ Zkﬂ:,%"‘ 21{71], gdzie k jest liczbg catkowity, i x¢g+mﬂ:, gdzie m jest

liczbg catkowity.

W przedziale (0,275) rozwigzaniem tej nieréwnosci jest kazda liczba
T T T 37n 3 1=

Xe| —— (V| —s— Y| ——|.
6 2 22 2 6

Nierownosci cosx<7 1 cosx#(0 mozemy rozwigza¢, np. odczytujgc odpowiednie

Uwaga:

argumenty funkcji f(x)=cosx, dla ktérych przyjmuje ona wartosci mniejsze od 73 i r6zne

od zera.

7

|
]
1
| |
! 1
| I
| |
_— . ]
0 06 mwﬂ 56 6 Ag3 2 543 e
1 i ] |
— ___,;___J,_ e {1
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Funkcja cosinus przyjmuje w przedziale (0, 27:) wartosc¢ g dla dwoch argumentow: x = g :

Iz e . e T 3n
xX= it Ma réwniez w tym przedziale dwa miejsca zerowe: x = 3 x= -
: : : . 2cosx—+/3 , ,
Zatem zbiorem rozwigzan nierownosci —2\/_ <0 w przedziale (0,2:1:) jest suma
cos” x

przedzialow

[n n] [n 331] [37: llnj
== lul =, = ul =, —].
6 2 2 2 2 6

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA et sa s er s as s asas s n s sn s nnsnanes 1p.

Schemat punktowania

Zdajacy zapisze, ze nierdbwno$¢ cos’ x(2 cosx—+/3 ) <0 jest rownowazna koniunkcji

cos’x#01i2cosx—+/3<0ina tym zakonczy lub dalej popeinia biedy.

Rozwiazanie, w Ktorym jest istotny postep .......ceeveeeeeecnicieisisssssessnccsnsisssssssssnssnnsnns 2p.
Zdajacy

e zapisze, ze cos’ x#0 dla x# §+kﬂ: , gdzie k jest liczbg calkowity
albo

e zapisze, ze cos’ x#0 dla x#% i xi?’?n lub cosx #0 dla x#% i x#%ﬁ,
albo

: : 3 : : :
® rozwigze nierd6wnos¢ cosx < = w zbiorze liczb rzeczywistych:

X€ [g + Zkﬂ,% + ZImJ , gdzie k jest liczba catkowita,
albo
o . 3 . n llxn
® rozwigze nierOwnos¢ cosx < 5 w przedziale (0,27:): Xe i
1 na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......ccoeecesrusreniessninssinsnssesssssessssiassssssssssssssanes 3p.

Zdajacy zapisze, ze cos’x#0 dla x¢g+fm, gdzie k jest liczbg catkowity oraz rozwigze

nierd6wnos¢ cosx < T3w zbiorze liczb rzeczywistych: xe [g+ 2kﬂ,%+2kﬁt], gdzie k jest

liczbg catkowitg i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Rozwigzanie pelne......einniniininiinieeiinieiieiesiesiemieesismmmss. 4 p.

Zdajacy rozwigze nieréwnosé cos’ x(2 COS X — ﬁ) < 0 w przedziale (O,Zn) :
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xe [Eﬁ]u[ﬁ,i"]uf—",ﬁ] lub xe (30°,90') U(90°,270") U(270°,330°).
62) \272) (276

Uwagi:

1. Zdajacy nie musi podawac¢ rozwigzan ogolnych. Na kazdym etapie rozwigzania moze
ograniczy¢ rozumowanie do przedzialu (0,27:) .

2. Jezeli zdajacy zapisze, ze cos’x#0 i podaje zbiér rozwigzan nieréwnosci w postaci

€ [%,%} lub xe [g+2kﬁt,%+2kﬂ] , to za cale rozwiazanie otrzymuje 3 punkty.

3. Jezeli zdajacy poda wszystkie rozwigzania rownania cosx =0 w przedziale (0,27:) lub

wszystkie rozwigzania rownania cosx = 73 w przedziale (0,27:) i na tym zakonczy lub dalej
popeini bledy, to otrzymuje 1 punkt.

4. Jezeli zdajacy zapisze warunek cosx#0 i poda tylko x;tgntk‘n lub x;tg i na tym
zakonczy lub dalej popehi biedy, to otrzymuje 1 punkt.

5. Jezeli zdajacy zapisze nierdbwno$¢ w postaci rownowaznej coszx(2cosx—\/§)<0,

3

wykona podstawienic f=cosx, a nastepnic rozwigzujac nierownosc I{I—TJ<O

przyjmuje, ze O jest pierwiastkiem jednokrotnym wielomianu i konsekwentnie rozwiaze
nieréwno$¢ do konca, otrzymujgc x e [g,g) u[%,%), to otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 12. (0-6)

3. Réwnania i nierowno$ci. Zdajacy stosuje wzory Viete’a,
rozwiazuje rownania 1 nierownosci liniowe 1 kwadratowe

z parametrem, rozwigzuje nierownosci kwadratowe z jedng
niewiadomg oraz rownania 1 nieréwnosci z warto$cig bezwzgledna
(R3.1,R3.2,3.5,R3.9).

I1I. Modelowanie
matematyczne.

Przykladowe rozwiazanie

Rozwigzanie zadania dzielimy na cztery etapy. W pierwszym etapie wyznaczymy wszystkie
warto$ci parametru m, dla ktorych tr6jmian f ma dwa rézne pierwiastki. W drugim,
wyznaczymy te warto$ci parametru m, dla ktorych pierwiastki trojmianu spelniajg warunek
|Jc1 - le <3. W frzecim wyznaczamy te wartoSci parametru m, dla ktérych pierwiastki x, x,
sg tego samego znaku. W czwartym — koficowym etapie, wyznaczymy wszystkie szukane
warto$ci parametru m.

I etap

Poniewaz trojmian f ma dwa roézne pierwiastki, wigc wyrdznik A tego trojmianu jest dodatni,
zatem

A=(2(m+1)) —4-1-(6m+1)>0.
Nierownos¢ (Z(m Jrl})2 —4-1-(6m+1) >0 przeksztalcamy w spos6b réwnowazny
4(m*+2m+1)-4-(6m+1)>0,

m>+2m+1—-6m—-1>0,

m>—4m>0,

m(m—-4)>0.
Rozwigzaniem tej nieréwnosci jest kazda liczba m € (—o0,0) U(4,+00).
I1 etap
I sposob

Nierownosé ‘xl—x2|<3 mozna zapisaé, stosujgc wzory na pierwiastki trojmianu
kwadratowego, w postaci
-b—vA —b+vA

‘ 2a 2a

3
=

<3,

<3,

\/E<3.

Poniewaz A >0, wigc VA > 0. Zatem obie strony nierdwnosci sg dodatnie. Stad 0 <A <9,
Zatem

4(m*+2m+1)-4(6m+1)-9<0,
4m* —16m-9<0,

(->3)
me| ——,=—|.
2 2
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I sposob
Obie strony nierdwnosci |x1—x2|<3 sg dodatnie, wigc podnoszac je do kwadratu,

ofrzymujemy nierOwnos¢ rownowazng
(x,—x, )2 <9.
Te nierownos¢ mozemy z kolei zapisa¢ w postaci
(x,+x, )2 —4xx,<9.
Ze wzorow Viéte’a otrzymujemy nierownos¢ z niewiadoma m:
4(m*+2m+1)—4(6m+1)-9<0,

1 9
me| ——,—|.
2 2
III etap

Poniewaz pierwiastki x,, x, sa tego samego znaku, wigc X -x, >0. Ze wzoru Viéte’a,
otrzymujemy nierOwnosc
6m +1

>0, skad m>—%.

IV etap
Wyznaczamy czgs$¢ wspolng zbiorow:

Ostatecznie me [—i, 0] ) [4, 2] .
6 2

Schemat punktowania
Rozwiazanie zadania skfada si¢ z czterech etapow.
e Pierwszy z nich polega na rozwigzaniu nieréwnosci A>0:
M e (—e0,0)U(4,+00).
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
¢ Drugi etap polega na rozwigzaniu nierownosci |x1 —x2| <3. Za t¢ czgS¢ rozwigzania
zdajacy otrzymuje 3 punkty.
Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:
1 punkt zdajacy otrzymuje, gdy:
. w g o . 2
e zapisze nieréwnos¢ |x, —x,|<3 w postaci |—\/E <3 lub ‘\/E| <3,lub(x,—x,) <9
albo
—b-A -b+A

2a 2a

<3A<9 lub

e 7zapisze nierownos$¢ |x1—x2‘<3 W postaci:

(x,+x,) —4xx,<9.
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2 punkty zdajacy otrzymuje, gdy zapisze nierbwnos¢ z jedng niewiadoma m, np.

2
[_Z(rnlJrl)J _4. 6m1+1 o~

3 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie tej nierownosci: m e [—%, %] :

e Trzeci etap polega na ustaleniu, dla jakich m pierwiastki tréjmianu sg tego samego
znaku,

) ) ) C .. bm+1 1
1 punkt zdajacy otrzymuje za rozwigzanie nieréwnos$ci 7 >0: me —g,+oo .

e Czwarty etap polega na ustaleniu, dla ktorych wartosci parametru m pierwiastki
trojmianu spetniajg wszystkie warunki zadania. Wyznaczamy cz¢$¢ wspolng zbiorow:

s

6 2
Za ten etap zdajacy moze otrzymac 1 punkt, gdy:

e poprawnie wykonal przynajmniej dwa etapy sposrod I, II i III, a ponadto w kazdym
z etapow otrzymat niepusty i rozny od zbioru liczb rzeczywistych (R) zbiér rozwigzan

albo

e poprawnie wykonal etapy I lub IIl i otrzymal co najmniej 2 punkty za II etap,
aponadto w kazdym z etapow otrzymal niepusty i rézny od zbioru liczb
rzeczywistych (R) zbior rozwiazan.

Uwaga:
Jezeli zdajacy popelni btad merytoryczny w trakcie rozwiazywania warunku |—\/E| <3 lub

|\/E| <3, np. podniesie obie strony nieréwnosci do kwadratu i otrzyma A > 9, to za II etap
otrzymuje co najwyzej 1 punkt.
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Zadanie 13. (0-5)

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy wyznacza
réwnanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadta do proste;j
danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany punkt,
oblicza wspoélrzedne punktu przeciecia dwoch prostych oraz
wyznacza wspolrzedne srodka odcinka (8.3, 8.4, 8.5).

IV, Uzycie 1 tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzanie
Zauwazamy, ze jezeli AC jest przekatng czworokata ABCD, wpisanego w okrag i prosta
AC jest osig symetrii tego czworokata, to ten czworokat jest deltoidem, a trojkaty ABC
i ADC sa prostokatne. Obliczymy najpierw wspotrzedne wierzchotka D, ktory jest obrazem
wierzchotka B, w symetrii osiowej wzgledem prostej AC . Poniewaz prosta BD jest
prostopadta do prostej AC iprzechodzi przez punkt B , wigc jej rownanie ma postaé
y=—x+8.
Obliczamy wspolrzedne Srodka S przekatnej BD. Poniewaz jest to punkt przeciecia
prostych AC'i BD , wigc wystarczy rozwigza¢ uktad rownan
y=x+2
{ y=—x+8

Otrzymujemy stad x=3 i y=75. Zatem punkt S ma wspohrzedne S:(3,5). Wspoéhrzedne

punktu D spelniajg zatem réwnania
xﬂ+0=3 i yD+8=5'
2 2

Stad wynika, ze X, =6 i y, =2, czyli D=(6,2),
Obliczymy teraz wspolrzedne wierzchotka C . Zauwazamy, Ze jest to punkt przeciecia prostej
AC i prostej CD , ktora jest prostopadta do prostej AD i przechodzi przez punkt D .

Poniewaz wspotczynnik kierunkowy prostej AD jest roéwny o LA , wige prosta CD ma

6-30 4
rownanie postaci
y=—i(x—6]+2.
5
y=x+2 r=24_38
Rozwiazujemy uktad rownan 4 1 otrzymujemy 2
yz—g(x—6)+2 y:%:%

Schemat punktowania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z dwoch czeSci. Pierwsza, to obliczenie wspotrzednych
punktu D, druga, to obliczenie wspohrzednych punktu C . Moga by¢ one wykonane
niezaleznie od siebie, w dowolnej kolejnosci. Za pierwsza czg$¢ rozwigzania zdajacy
otrzymuje 2 punkty, a za druga 3 punkty.
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Schemat punktowania pierwszej czesci
1 punkt przyznajemy zdajacemu, ktéry wyznaczy rownanie prostej BD: y=—x+8

i zapisze, ze punkt przeciecia prostych AC i BD jest $rodkiem odcinka BD lub wykorzysta
ten fakt,

2 punkty przyznajemy zdajacemu za obliczenie wspotrzednych punkty D; D= (6, 2} .

Schemat punktowania drugiej czesci
1 punkt przyznajemy zdajgcemu, ktory zapisze, ze trojkat ADC jest trojkatem prostokatnym
lub wykorzysta ten fakt.

2 punkty przyznajemy zdajacemu za wyznaczenie rownania prostej CD : y = —%(x -6)+2.

3 punkty przyznajemy zdajagcemu za obliczenie wspotrzednych punktu C : C =(%,%) :
Uwaga:

Wspdtrzedne punktu C zdajagcy moze oblicza¢ inaczej. Ponizej schematy przydziatu
3 punktow za obliczenie wspotrzednych wierzchotka C.

e W przypadku obliczenia w pierwszej kolejnosci wspotrzednych srodka okrggu opisanego
na danym czworokacie, ktory jest srodkiem odcinka AC.

1 punkt — gdy zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma opisujace zaleznosé

4 =

2 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu S,

3 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C.

e W przypadku obliczenia wspolrzednych punktu C, z wykorzystaniem twierdzenia
Pitagorasa w trojkacie ABC.

1 punkt — gdy zdajacy zauwazy, ze trojkat ABC jest prostokatny, np. zapisze

|4c|” =| 4B +|BC[",

2 punkty — gdy zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadomg, wynikajace z twierdzenia

Pitagorasa w trojkacie ABC,

3 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C.

e W przypadku obliczenia wspotrzednych punktu C, z wykorzystaniem symetralnej odcinka
AB 1 $rodka okregu opisanego na czworokacie ABCD.

1 punkt — gdy zdajacy zapisze rownanie symetralnej odcinka 4B,

2 punkty — gdy zdajacy wyznaczy wspolrzedne srodka okregu przechodzacego przez punkty

A,B, C, D,

3 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C.

e W przypadku obliczenia wspolrzednych punktu C, z wykorzystaniem kata pomiedzy
prostymi AD i AB.

1 punkt — gdy zdajacy obliczy tangens kata DAB,

2 punkty — gdy zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma z wykorzystaniem

wspotczynnikow kierunkowych prostych BC i CD jako tangensow odpowiednich katow,

3 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C.
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e W przypadku obliczenia wspotrzednych punktu C, z wykorzystaniem iloczynu skalarnego
wektorow BC 1 BA (albo, po wyznaczeniu wspolrzednych punktu D, wektoréw DA i DC).

1 punkt — gdy zdajacy zapisze, ze wektory BC i BA albo DA i DC sa prostopadte lub

wyznaczy ich wspolrzedne,

2 punkty — gdy zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma wynikajace z zerowania si¢

iloczynu skalarnego wektorow,

3 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C.

e W przypadku obliczenia wspotrzednych punktu C, z wykorzystaniem rownania okregu
przechodzacego przez punkty 4, B, D.

1 punkt — gdy zdajacy zapisze uktad trzech rownan z trzema niewiadomymi, z ktérego mozna

obliczy¢ wspotczynniki w rownaniu okregu,

2 punkty — gdy zdajacy wyznaczy réwnanie okrggu opisanego na tréjkacie ABD,

3 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C.

e W przypadku obliczenia wspolrzednych punktu C, z wykorzystaniem twierdzenia
cosINusOw.

1 punkt — gdy zdajacy wyznaczy cosinus kata BAD,

2 punkty — gdy zdajacy zastosuje twierdzenie cosinusow w trojkacie BCD i zapisze rOwnanie
z jedng niewiadoma,

3 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C.

e W przypadku obliczenia wspolrzednych punktu C, z wykorzystaniem twierdzenia
o wysokosci w trojkacie prostokatnym ABC (albo, po wyznaczeniu wspotrzednych
punktu D, w trojkacie ACD).

1 punkt — gdy zdajacy wyznaczy dlugosci odcinkow A4S i BS, lub AS i DS, gdzie S jest

spodkiem wysokosci trojkata nalezacym do boku AC,

2 punkty — gdy zdajacy zastosuje twierdzenie o wysokosci w trojkacie prostokatnym

i zapisze rownanie z jedng niewiadoma,

3 punkty — gdy zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C.
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Zadanie 14. (0-3)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
i kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtdrzeniami do
zliczania obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach
kombinatorycznych (R10.1).

I1I. Modelowanie
matematyczne.

Przykladowe rozwiazania
I sposob
Miejsce dla cyfry 1 wybieramy na (1?? ) sposobow, Na pozostatych siedmiu miejscach

rozmieszczamy cyfry 2 lub 3 w dowolnym porzadku na 27 sposobow. Stosujemy regule
mnozenia i otrzymujemy

(')-2" =120-128=15360

réznych liczb dziesieciocyfrowych, ktore mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1, 2, 3, w zapisie
ktorych cyfra 1 wystepuje w dokladnie trzy razy.

I sposob

Rozpatrzymy trzy rozlaczne przypadki, w zaleznosci od tego, jaka cyfra zostata zapisana na
plerwszym miejscu.

1. Jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 1, to miejsce dla pozostatych dwoch jedynek
wybieramy na (g) sposobdow, na pozostatych siedmiu miejscach rozmieszczamy cyfre 2 lub

cyfre 3 w dowolnym porzadku na 27 sposobow. Stosujemy regule mnozenia i otrzymujemy
1:(3)-27 =36:128 = 4608
liczb dziesigciocyfrowych, ktore mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie
cyfra 1 wystgpuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 1.
2, jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 2, to miejsce dla trzech jedynek wybieramy na (;’,)
sposobdw, na pozostaltych sze§ciu miejscach rozmieszczamy cyfre 2 lub cyfre 3 w dowolnym
porzadku na 2° sposobdw. Stosujemy regule mnozenia i otrzymujemy
1(3)-2° =84-64=5376
liczb dziesigciocyfrowych, ktore mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie
cyfra 1 wystepuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 2.

3. (rozumowanie analogiczne jak w p. 2.). Jezeli na pierwszym miejscu jest cyfra 3, to

miejsce dla trzech jedynek wybieramy na (g) sposobow, na pozostatych szeSciu miejscach

rozmieszczamy cyfre 2 lub cyfr¢ 3 w dowolnym porzadku na 2° sposobow.
Stosujemy regute mnozenia i otrzymujemy
1(3)-2° =84-64=5376
liczb dziesigciocyfrowych, ktoére mozna zapisa¢ za pomocg cyfr 1, 2, 3, w zapisie ktorych

cyfra 1 wystepuje w doktadnie trzy razy, przy czym na pierwszym miejscu jest cyfra 3.
Sumujemy liczby powstate w kazdym z trzech przypadkow i otrzymujemy:
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4608 +2-5376 =15360
liczb dziesigciocyfrowych zapisanych wytgcznie za pomocg cyfr 1, 2, 3, w zapisie ktorych
cyfra 1 wystepuje dokladnie trzy razy.

111 sposob
Rozpatrzymy osiem roztacznych przypadkow, wyczerpujacych wszystkie mozliwosci zapisu
liczby dziesieciocyfrowej za pomocg cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje
doktadnie trzy razy:
10!
317!
2. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 1 dwojka i 6 trojek, wtedy takich liczb jest
10!
—— =840,
316!
3. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 2 dwojki i 5 trojek, wtedy takich liczb jest
1
il =2520,
31215!
4. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 3 dwojki i 4 trojki, wtedy takich liczb jest
1
i =4200,
313141
5. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 4 dwojki i 3 trojki, wtedy takich liczb jest
1
S =4200,
314131
6. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 5 dwojek 1 2 trojki, wtedy takich liczb jest
10!
=2520,
315121
7. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki, 6 dwodjek i 1 trojka, wtedy takich liczb jest
10!

—— =840,
316!

1. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki i 7 trojek, wtedy takich liczb jest =120,

1
8. w zapisie tej liczby wystepuja 3 jedynki i 7 dwojek, wtedy takich liczb jest % =120.
Sumujemy liczby otrzymane w kazdym przypadku i otrzymujemy:

2-(120+840+ 2520+ 4200) =2-7680=15360
roznych liczb dziesieciocyfrowych zapisanych wylgcznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, w zapisie
ktorych cyfra | wystepuje doktadnie trzy razy.
Schemat punktowania

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStofny POSEEP ..cccccveeciceeicineicienescienescsenasessnassssnasssnnsssssnsenns 1p.
Zdajacy zapisze, ze:

e micjsce dla cyfry 1 mozna wybra¢ na (130) sposobow
albo

e miejsca dla cyfr 2 lub 3 mozna wybraé¢ na ( 1.?) sposobow,
albo

e cyfry 2 lub 3 mozna rozmie$ci¢ na 2’ sposobow,

albo
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e jezeli cyfra 1 jest na ustalonym (np. pierwszym) miejscu, to pozostate dwie cyfry 1
mozna rozmiescic¢ na ( g ) sposobow,
albo
e jezeli na ustalonym miejscu stoi jedna z cyfr 2 lub 3, to trzy cyfry 1 mozna rozmiesci¢

na (g) sposobow,

albo
e jezeli cyfry 1 stoja na ustalonych trzech miejscach, to jesli w liczbie wystepuje n cyfr
2, to cyfry 2 i 3 mozna rozmie$ci¢ na (3) sposob6éw dla przynajmniej jedne;j
konkretnej liczby n,
albo

e jest 8 rozlacznych przypadkoéw wyczerpujacych wszystkie mozliwosci zapisu liczby
dziesieciocyfrowej za pomoca cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje
doktadnie trzy razy

i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .......ccoccceesenscnnienninncsnscnssnsnsiansinssnssssssnssannes 2p.
Zdajacy

e zapisze, ze liczba rozpatrywanych liczb dziesigciocyfrowych jest rowna np. (130 ) 27

albo
e zapisze, ile jest liczb w kazdym z rozpatrywanych przypadkow wyczerpujacych
wszystkie mozliwosci zapisu liczby dziesigciocyfrowej za pomoca cyfr 1, 2, 3,
w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje doktadnie trzy razy,
albo
e zapisze osiem roztacznych przypadkow wyczerpujacych wszystkie mozliwos$ci zapisu
liczby dziesigciocyfrowej za pomocg cyfr 1, 2, 3, w ktorych zapisie cyfra | wystepuje
doktadnie trzy razy oraz w przynajmniej jednym przypadku zapisze liczbe takich
. 10
liczb, np. ( 3 )-1
i na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.

ROZWIQZanie PEINe ...ttt csssecssescsse s s ses s s ss s s aas s ana s anans 3p.
Zdajacy

e zapisze, ze jest (130).2? =15360 liczb dziesigciocyfrowych zapisanych wylgcznie za
pomocg cyfr 1, 2, 3, w zapisie ktorych cyfra 1 wystepuje doktadnie trzy razy
albo
e zsumuje liczby otrzymane w kazdym z rozpatrywanych przypadkow wyczerpujacych
wszystkie mozliwosci zapisu liczby dziesigciocyfrowej za pomoca cyfr 1, 2, 3,
w ktorych zapisie cyfra 1 wystepuje dokladnie trzy razy i zapisze, ze jest ich 15360.

Uwagi:

1. Rozwiazanie uznajemy za pelne, jezeli zdajacy zapisze liczbe rozpatrywanych liczb
dziesi¢ciocyfrowych bez uzycia symbolu Newtona.

2. Jezeli zdajacy w swoim rozwigzaniu przedstawia zapisy, dla ktérych brak bezposredniej
interpretacji kombinatorycznej i zapisom tym nie towarzysza stosowne objasnienia, to nie
moze otrzymaé maksymalnej liczby punktow, przy czym za rozwigzanie, zawierajace
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jedynie zapisy pojedynczych liczb lub symboli Newtona (typu 120, 128, (1.‘,0)), bez

stosownych objasnien, zdajagcy otrzymuje 0 punktow, a za rozwigzanie, zawierajace
jedynie zapisy dziatan na liczbach (typu 120-128=15360), bez stosownych objasnien
zdajgcy moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy przedstawia rozwigzanie, w ktorym czesci zapisanych liczb lub dziatan na
liczbach nie towarzysza stosowne objasnienia, to za takie rozwigzanie moze otrzymacé co
najwyzej 2 punkty.

4. Zdajacy moze skorzysta¢ ze wzoru dwumianowego Newtona i zapisac:

(SHEP E QPR () (e} =(5) 2 12012815500
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Zadanie 15. (0-6)

9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach

IV. Uzycie i tworzenie | i ostrostupach katy miedzy Scianami, stosuje trygonometri¢ do
strategii. obliczen dtugosci odcinkow, miar katow, pol powierzchni

i objetosci (9.4, 9.6).

Przykladowe rozwigzanie

Strategi¢ rozwigzania zadania mozna zrealizowac¢ na wiele sposoboéw. Kazdy z nich rozni si¢
zestawem i kolejnoscig zastosowanych zwigzkoéw miedzy odcinkami w ostrostupie.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia jak na rysunku.

a2

Wiedy |0B|= TZ |OE| = % |[«<BFO|=60°.

Poniewaz trojkat BFO jest prostokatny, stqd ‘ , =sin 60°. Zatem

a\@
_1Bd 5 a2 2 e

BF|= = -
| |sin60° J3 2 3 3

2
el _jar| 1% G
Tréjkaty SEC i BFC sa podobne, stad il czyli — ! =3 Zatem /= ol .
|sc| " |Bc|’ b a

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w trojkatach prostokatnych EOS i BOS, skad

otrzymujemy uktad roéwnan:
H?+ E g — ﬁ :
2 3

2
HM[%EJ =b
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= (5]
)

b6 )
3

.
L
r

25+
2 2
2548 -2
4 3
aZ
25+—=4"
2

“

300+3a’ =8b°
50+a” =2b°

b’ =175
a’ =100
b=53
a=10
Stad pole P podstawy 4BCD ostroshupa jest réwne P =a’ =100, wiec objetosé ostrostupa jest

rowna; V=1-100-5=@.
3 3

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozZwigzania Zadania i s e sn s e enas 1p.
Zdajacy
. zastosuje twierdzenie Pitagorasa w trojkacie SOC
albo
. zastosuje twierdzenie Pitagorasa w trojkacie SOE,
albo
. zastosuje twierdzenie cosinusow w trojkacie BFD,
albo

. zapisze funkcje trygonometryczng kata ostrego w trojkacie OBF,
albo
. zapisze proporcj¢ wynikajaca z podobienstwa trojkatow SEC i BCF,
albo
. zapisze proporcje wynikajaca z podobienstwa tréjkatow SOC 1 OFC
i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Uwaga:
Jezeli zdajacy zapisze zwiazki, z ktorych mozna obliczy¢ dlugo$¢ krawedzi podstawy lub
dlugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa, ale pominie jedno rownanie potrzebne do
zakonczenia obliczen, to otrzymuje 2 punkty.
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Rozwiazanie, w Ktorym jest istofny Postep ......cccnieennncsnininininnsssnssnisisnsisnssssnsssnesssnsssns 3p.
Zdajacy zapisze uktad rownan, z ktérego mozna obliczyé dlugos¢ krawedzi podstawy lub
dlugosc¢ przekatnej podstawy ostrostupa i na tym zakonczy lub dalej popelnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ..., 4 p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma oznaczajacg wielkos¢, ktora pozwala obliczy¢
pole podstawy ostrostupa i na tym zakonczy lub dalej popehia btedy.

Rozwigzanie prawie Pelne ......eiernreinicrrnesnnecneecnecsesnssssesse s sesssasssaesaneans 5p.

Zdajacy
e obliczy dtugos¢ krawedzi podstawy lub dhugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa
albo

e obliczy dlugos¢ krawedzi podstawy lub dlugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa,
popetniajgc btedy rachunkowe i konsekwentnie do tego obliczy objetos¢ ostrostupa.

Rozwigzanie Pelne ... s 6 p.

Zdajacy obliczy objeto$¢ ostrostupa: V —5_20

Uwagi:

1. Jezeli zdajgcy rozpatruje inng bryte, np. ostrostup, ktorego podstawa nie jest kwadrat albo
ostrostup, ktorego $ciany boczne sg trojkatami rownobocznymi, to otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy blednie interpretuje kat miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi, ale przy
korzystaniu z wlasnosci figur, w ktorych ten kat nie wystepuje, wykazuje si¢ innymi
umiejetnosciami matematycznymi, to otrzymuje co najwyzej 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy odezyta wartos¢ sin<«<BFO=sin60° z tablic i wykona obliczenia na
przyblizeniach, to otrzymuje co najwyzej 5 punktow.

Zadanie 16. (0-7)

III. Modelowanie 11. Rachunek rozniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do
matematyczne, rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych (R11.6).

Przykladowe rozwiazanie

Niech C=(x,y) bedzie wierzchotkiem trapezu 4BCD. Wowczas C=(x.,2—%x2), gdzie

0<x<2. Poniewaz |AB|=4 =2x, a wysoko$¢ trapezu jest rowna k=2—%x2, wiec

pole P tego trapezu okreslone jest wzorem

P(x)=

dla kazdej liczby rzeczywistej 0 < x< 2.

Pochodna funkciji P(Jc}=4+2x—.x:2—%x3 jest rowna P'(Jc)=2—2x—%x2 dla xe(0,2).

4+22x -(2—%:}52):(x+2)-%(4—x2)=%(8+4x—2x2—x3) =4+2x—x —%xj

Obliczamy miejsca zerowe pochodnej i badamy jej znak.

Poniewaz P’(x)= —%(x2 +%x—%) = —%((Jﬁt%)2 —%) = —%(x—%)(x+ 2)
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oraz —%(x+2) <0 dla kazdego xe (0,2), wigc:

P'(x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = % .
2

P'(x)>0 wtedy i tylko wtedy, gdy x—£<0i x€(0,2), czylidla xe O,%),

P'(x) <0 wtedy i tylko wtedy, gdy x—%>0 i xe(0,2),czylidla xe (%,2).
b

Zatem w przedziale (0,%) funkcja P jest rosngca, w przedziale

3
2
a w punkcie x=% osigga maksimum. Jezeli x=%,to C=(%,2—%-(%) )=(%,16).

Uwaga:
Zdajacy moze zauwazyC, ze z nierownosci dla s$redniej arytmetycznej i Sredniej
geometrycznej wynika, ze dla xe (0,2) iloczyn

(x+2)(4-x") =(x+2)(x+2)(2-x) =4(%+1)(£+1)(2—x}

przyjmuje najwigkszg warto$¢ rowng

X X Y
4[2+1+2+1+2 x}
3

=4-(%)3, gdy $+1=2-x, czylidla x=%.

Takie rozumowanie zastepuje drugi etap rozwigzania.

Schemat punktowania

Rozwiazanie zadania sklada si¢ z trzech etapow.

e Pierwszy etap sktada si¢ z trzech czgsci:

a) zapisanie dhugosci podstawy CD i wysokosci trapezu ABCD w zaleznosci od
zmiennej x: |CD|=2x, h =2—%x2,
_4+2x

b) zapisanie pola trapezu ABCD jako funkcji zmiennej x: P(x)= 5 (2—%)52) lub

P(x)=4+2x-x’ —%xj,
c) okreslenie dziedziny funkeji P: (0,2).
Za kazda czes¢ tego etapu zdajacy otrzymuje po 1 punkceie, przy czym, jezeli zdajacy od razu
zapisze poprawnie pole trapezu w zalezno$ci od jednej zmiennej, to otrzymuje punkt za cze$¢
a) i punkt za czgs¢ b).

¢ Drugi etap sktada si¢ z trzech czesci:
a) wyznaczenie pochodnej funkcji wielomianowej f'(x)=4+2x—x’ —%xj :

f’(.‘x:):2—2:1‘:—1:152 ;

2
b) obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji P: x =% lub pochodnej funkcji f:
x=-2,x =% s
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c) zbadanie znaku pochodnej funkcji P i uzasadnienie, ze dla x=% funkcja P osiaga

warto$¢ najwigkszg.

Uwaga:
Znak pochodnej zdajacy moze zaznaczy¢ w inny sposob, np. na rysunku szkicujac krzywa
zblizong do wykresu pochodne;.

e Trzeci etap.
Obliczenie wspoétrzednych wierzchotka C tego z rozpatrywanych trapezéw, ktorego pole
jestnajwicksze:

c-(34).

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt,
Uwagi:
1. Jezeli zdajacy zapisze pole trapezu P z pomini¢gciem czynnika 3 we wzorze na pole

trapezu, lub z blgdem rachunkowym, to moze otrzymac co najwyzej 6 punktow.

2. Jezeli zdajacy zapisze pole trapezu P z bledem rzeczowym, innym niz opisany
w uwadze 1., to moze otrzymac¢ co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie, a jezeli dodatkowo
wyznaczy dziedzing funkcji P, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cale rozwigzanie.
3. Jezeli zdajacy obliczy pochodna funkcji P z bledem rachunkowym i otrzyma jako P’
funkcj¢ liniowa albo funkcje kwadratowa o ujemnym wyrozniku A lub o wyrdzniku A
réwnym 0, to moze otrzymac punkty jedynie za I etap rozwigzania.

4. Jezeli zdajacy poprawnie wyznaczy pochodna P’ i wspélrzedne punktu C, ale nie poda
poprawnego uzasadnienia, dotyczacego istnienia najwigkszej wartosci funkcji P dla
obliczonych wspotrzednych, to moze otrzymac co najwyzej 5 punktow.

Strona 34 z 34



