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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki

zadania.

Zadanie 1. (0-1)

Poprawna
Wymagania ogélne Wymagania szczegolowe
odp. (1 p.)
I1. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza potegi | Wersja | Wersja
- ) o wyktadnikach wymiernych oraz stosuje I I
1 Interpretowanie g .
represeniaei prawa dziatan na potggach o wyktadnikach
' wymiernych i rzeczywistych (1.g). A D
Zadanie 2. (0—1)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy zna definicje Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na I II
i interpretowanie logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
reprezentacii. i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym D A
(L.h).
Zadanie 3. (0—1)
: : : : ... | Wersja | Wersja
1. Modelowanic 1. Llczby.rzcczlestc. Zdajacy stosuje pojecie . I
procentu i punktu procentowego
matematyczne. : A
w obliczeniach (1.d). A B
Zadanie 4. (0—1)
II. Wykorzystanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy postuguje Wersja | Wersja
i interpretowanie sie wzorami skréconego mnozenia: (a £ b)? 1 1T
reprezentaciji. (2.a). A D
Zadanie 5. (0-1)
- : : : Wersja | Wersja
I Wykorzystanic 2, Wy,rz}z_cma al gcbralc?:nc.. Zdaj acy oblicza . I
; . .. | warto$¢ liczbowa wyrazenia wymiernego dla
i tworzenie informacji. . e )
danej warto$ci zmiennej (2.e). C D
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Zadanie 6. (0-1)
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Tt Wiykerzystaie 8. G.eomt.ama na p}.aszczyzme kar’FemansleJ. Wersja | Wersja
int ; . Zdajacy interpretuje geometrycznie uktad | I
;mrzgpe]]fli;;&ifame dwoch roéwnan liniowych z dwiema
P I niewiadomymi (8.d). C A
Zadanie 7. (0-1)
7. Planimetria. Zdajacy korzysta ze zwiazkOw | Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie | migdzy katem srodkowym, katem wpisanym | I
strategii. i kagtem miedzy styczna a cieciwg okregu
(7.a). D B
Zadanie 8. (0-1)
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy wykorzystuje Wersja | Wersja
i interpretowanie interpretacje wspotczynnikéw we wzorze ! I
reprezentaciji. funkcji liniowe;j (4.g). D A
Zadanie 9. (0-1)
3. Rownania i nierownosci. Zdajacy Wersja | Wersja
I1. Wykorzystanie rozwiazuje proste rownania wymierne, I II
i interpretowanie prowadzace do rownan liniowych lub
FeprEzentag]ts kwadratowych, np. En =2 x—“sz (3.e). A C
’ x+3 0 x
Zadanie 10. (0-1)
- Wersja | Wersja
iHi'ngykrziysz?;c 4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu | 11
TPretow funkeji zbior wartosci (4.b).
reprezentacil. D B
Zadanie 11. (0-1)
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy wyznacza warto$c Wersja | Wersja
1 interpretowanie najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji I I
reprezentaciji. kwadratowej w przedziale domknigtym (4.k). B A
Zadanie 12. (0-1)
. Wersja | Wersja
.H.' Wykorzystaglc 4. Funkcje. Zdajacy oblicza ze wzoru wartosé I II
1 interpretowanie "
.. funkcji dla danego argumentu (4.2).
reprezentacjl. B D
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Zadanie 13. (0-1)
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: : : N ol Wersja | Wersja
BV Kibydied fwarzaie ?..Plammcma. Zdajacy zng]dujc Z.qu.Zkl I -
strategii. miarowe w ﬁgurach ptaskich, _t.akze
z zastosowaniem trygonometrii (7.c). A C
Zadanie 14. (0-1)
s e s : : . Wersja | Wersja
T Modeloiwaiie 5. Ciagi 1lcgbowc. Zdajacy stosuje wzor na I I
n-ty wyrazi nasume n poczatkowych
matematyczne. : . 5
wytrazoéw ciggu arytmetycznego (5.c). A B
Zadanie 15. (0-1)
. . Wersja | Wersja
i tworzenie informac;ji. ;‘EJ tyczny lub g tryezny
(5.b). D C
Zadanie 16. (0-1)
Wersja | Wersja
[. Wykorzystanie 7. Planimetria. Zdajacy wykorzystuje I I
i tworzenie informacji. | wlasnosci figur podobnych w zadaniach (7.b).
B C
Zadanie 17. (0-1)
6. Trygonometria. Zdajacy, znajgc wartosc Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie | jednej z funkcji trygonometrycznych, I II
strategii. wyznacza wartosci pozostatych funkceji tego
samego kata ostrego (6.d). C B
Zadanie 18. (0-1)
: Wersja | Wersja
.H.' Wykorzystagle 7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwiazki I II
1 interpretowanie . .
i miarowe w figurach ptaskich (7.c).
reprezentacil. D A
Zadanie 19. (0-1)
Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie | 7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki I I
strategii. miarowe w figurach ptaskich (7.c).
B C
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Zadanie 20. (0-1)
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1. Wykorzystanie 8. Qcomcma narl p}aszczy%rru.c kaHCZJansk:}t?J. Wersja | Wersja
= ) Zdajacy bada rownoleglosc¢ i prostopadtos§é I II
1 Interpretowanie v e . ,
feaen i prostych na podstawie ich rownan
P I kierunkowych (8.c). C D
Zadanie 21. (0-1)
II. Wykorzystanie 8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskie;j. Wersja | Wersja
i interpretowanie Zdajacy wyznacza wspotrzedne srodka I 1T
reprezentaciji. odcinka (8.1). B C
Zadanie 22. (0-1)
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria Wersja | Wersja
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. I I
II. Wykorzystanie Zdajacy wykorzystuje wlasnosci
i interpretowanie prawdopodobienistwa i stosuje
reprezentaciji. twierdzenie znane jako klasyczna definicja C B
prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen (10.d).
Zadanie 23. (0-1)
9. Stereometria. Zdajacy wyznacza zwigzki Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie . 1 I I
. L .. | miarowe w brytach obrotowych
i tworzenie informacji. ) .
z zastosowaniem trygonometrii (9.b). D B
Zadanie 24. (0-1)
- : g Wersja | Wersja
I Wykorzystanic 9. .Stcrcomctn.a. Z’d::.g acy wyznacza Zqul.Zkl I I
: o .. | miarowe w wielo$cianach z zastosowaniem
i tworzenie informacji. i
trygonometrii (9.b). B A
Zadanie 25. (0-1)
10. Elementy .stz'itystylfi opisqwcj. Teoria Wersja | Wersja
. prawdopodobienstwa i kombinatoryka. I I
II. Wykorzystanie : i : , :
S . Zdajacy oblicza srednig arytmetyczna, Srednig
1 Interpretowanie . A . .
R wazong, mediang i odchylenie standardowe
P I danych; interpretuje te parametry dla danych C D
empirycznych (10.a).
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Zadanie 26. (0-2)

I1. Wykorzystanie 3. Rownania i nieré6wnosci. Zdajacy rozwigzuje rownania
i interpretowanie i nierownos$ci kwadratowe; zapisuje rozwiazanie w postaci sumy
reprezentacii. przedzialow (3.a).

Przykladowe rozwiazanie
Rozwigzanie nierownosci kwadratowe;j sktada sie z dwoch etapow.
Pierwszy etap rozwiazania:
Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowego 2x° +5x —3.
e Obliczamy wyroznik tego trojmianu:

A=5"—4.(-3)-2=49 istad x, =_‘54‘7 =3 ofi =2 L 1

5

4 2
albo
e stosujemy wzory Viete’a:
X, X = oraz x, +x =2 stad x, =—3 oraz x =l
1 2 2 2 2 ? 1 2 2 ?
albo
e podajemy je bezposrednio, np. zapisujac pierwiastki trojmianu lub zaznaczajac je na

1
wykresie x; =-3, x, =5

Drugi etap rozwigzania:
Szkicujemy parabole, ktorej ramiona skierowane sg ku gorze i zaznaczamy na osi Ox miejsca
zerowe trojmianu.

Podajemy zbiér rozwiazan nieréwnosSci: (—M,—S}u[%,mj lub xe (—m,—B)u[%,MJ,
lub (x< -3 lub x>%).

Schemat punktowania

Z.AaJACY OtrZYMUJE cueeereesnniersinresnessnssnnsanssarssatesnessnssnsssnssssssssssassanssasssnsessesssssasssassnsssnsesnessassns 1p.
gdy:
e poprawnie obliczy lub poda pierwiastki tréjmianu kwadratowego 2x°+5x-3:

x,=-3, x2=5 i na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior rozwigzan

nierownosci
albo
e popetni bledy przy obliczaniu pierwiastkow tréjmianu kwadratowego i konsekwentnie
do popelionych bledow rozwigze nierownos¢.

Z/dajacy OtrZYMUJE ..ccvveeernecrursienssnnsssniesaisssnsssnssssnsssassssnsssnssssnsssassssnsssnssssnsssassssnsssnsssnnssnnase 2p.
gdy:
e poda zbior rozwigzan nieréwnosci: (—eo, —3) U(%,-FOO) lub x & (—oo, —S)U(%,Jroo)

lub (x<-3 lub x>3).
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albo
e sporzadzi ilustracje graficzng (o$ liczbowa, parabola) i zapisze zbiér rozwigzan
nierdéwnosci w postaci: x< -3, x> %,
albo

e poda zbior rozwigzan nierownoSci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koficami przedziatow.

Uwaga:
Jesdli pierwiastki trojmianu sa wyznaczone przy zastosowaniu blednej metody, to za cale
rozwigzanie zdajacy otrzymuje 0 punktow.

Kryteria uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki
Akceptujemy zapis przedziatow nieuwzgledniajacy porzadku liczb na osi liczbowej lub

bledow w  przepisaniu, np.: (—m,%)u(—3,+oo) lub (—m,%)u(3,+oo), lub

(—ee, S)U(%,-FOO).

Zadanie 27. (0-2)

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacji.

3. Rownania i nierownosci, Zdajgcy rozwigzuje rownania
wielomianowe metoda rozktadu na czynniki (3.d).

Przykladowe rozwiazania

I sposob
Przedstawiamy lewa strong¢ rownania w postaci iloczynowej, stosujagc metode grupowania

wyrazow x* (x+3)+2(x+3)=0 lub x(x2+2)+3(x2+2)=0, stad (x+3}(x2+2)=0.
Poniewaz wyrazenie x”+2 jest dodatnie, wiec x =—3.

11 sposob
Stwierdzamy, ze liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu x’+3x”+2x+6 . Dzelimy ten

wielomian przez dwumian (x+3) i otrzymujemy iloraz (x2+2). Mamy wigc réwnanie

postaci (x+ 3)(.762 +2) =0, a stagd otrzymujemy x =-3.

Schemat punktowania
Zdajacy otrZyMUJe .cvceeiereinccrnccnsnrsnsinresansnassansnnens 1 p.

o gdy zapisze lewg strong réwnania w postaci iloczynowej, np.: (x+3) (Jc2 +2) =0
albo
o gdy podzieli wiclomian x’+3x’+2x+6 przez dwumian (x+3), otrzyma iloraz
(Jc2 +2)
i na tym poprzestanie lub dalej popetnia bledy.

Zdajacy otrzymuje ......cceeeeeeeinreienssinnesnessnnssnsssanens .2 p.
gdy wyznaczy rozwigzanie rOwnania: x =-3.
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Zadanie 28. (0-2)

I. Wykorzystanie 3. Trygonometria. Zdajacy stosuje proste zwigzki migdzy
i tworzenie informacji | funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego (6.c).

Przykladowe rozwigzania

[ sposob
Przeksztalcamy wyrazenie (sina+cosa)”, stosujac wzor skroconego mmnozenia na kwadrat

sumy i otrzymujemy sin” &+ 2sin @ cos e +cos” & .

Korzystajac z tozsamo$ci sin’ o+ cos’ @ =1, otrzymujemy 1+2sma’cosa’=5, a stad

. 1 . 1
2sin acosa':E, a zatem smacos(Z:Z.

II spos6b
Rysujemy trojkat prostokatny, w ktérym oznaczamy dlugosci przyprostokatnych a i b oraz

zaznaczamy kat ostry o taki, ze sino = 2 lub cosar= & .

c c
c
a
b
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, wyznaczamy dtugos$¢ przeciwprostokatnej:
ct=a*+b*.
. : : » 3 : a bY 3 : a’+2ab+b> 3
Poniewaz  (sinar+cosa) ==, wicc —+—| ==, czyi ————==.
2 c c 2 c 2
Stad c+2ab _1+2ab =2 zatem L
¢’ 2 2 ¢ 4
. P a . ab 1 :
Poniewaz sinay=— i cos@x=—, to —5=—. Zatem sin gcoso =—.
c c ¢ 4
Schemat punktowania
ZAaJACY OFZYIMNUJE cecuereruieueenseniiniisnesaisaeisnsissisnsesnessssassssssssesnsssnesasssssssesasesnsssassassssssnesnsas 1p.

o gdy przeksztatci wyrazenie (sin &+ cos o.‘f)2 do postaci sin® &+ 2sin ezcos @+ cos” &
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albo
¢ gody narysuje trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci a i b, zaznaczy w tym
e L a b a’+2ab+b> 3
trojkacie kat ¢ i zapisze sina =—, cosa =— oraz — =
c c c

i na tym poprzestanie lub dalej popetnia bledy.
Zdajacy OtrZYMUJE...ucciueeeieeesniceniinisisnesasssnecsssssassasssssasssssssassasassasesssassnasasasasasessnsssnsssnnnss 2p.

gdy obliczy, ze sina cos a = % ’
Uwaga:

Jezeli zdajacy btednie wyznaczy funkcje trygonometryczne do kata wskazanego
na rysunku i z tego korzysta, to za cale rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 29. (0-2)

V. Rozumowanie 7. Planimetria. Zdajacy wykorzystuje wtasnosci figur podobnych
i argumentacja. w zadaniach (7.b).

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Niech |[«ACB|=a .

Poniewaz |« CAB|=90°, wigc [«<4BC|=90°-a.
W ACDE : [«DEC|=90°, wige |« CDE|=90°-a .
Trojkat CDE jest prostokatny oraz |<3:DEC| =90°, wigc |4:CDE| =90°-¢.

Podobnie trojkat BFG jest prostokatny i |<IFGB| =90°, wiec |<3:BFG| =a.

Poniewaz trojkaty CDE i BFG majg rowne katy, wigc na podstawie cechy podobienstwa kkk
sg podobne.

IT sposéb
Niech [«4CB|=|«DCE| =« i |«ABC|=|<FBG|=f.

Trojkat CED jest podobny do trojkata ABC (cecha kikk), bo |¢:ACB| = |«3:DCE | =@ oraz
|« CAB|=|«DEC|=90°.

Podobnie trojkat GBF jest podobny do tréjkata ABC, (cecha kkk), bo |«ABC|=|«FBG|=j
oraz |« CAB|=|«<FGB|=90°.

Stad trojkat CED jest podobny do trojkata FBG (z przechodniosci relacji podobienstwa).
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Schemat punktowania

ZAa]acy olr ZYINIE iiniiccaiinatonitassiinsin i imstanstastamtansiatsiamsiasiastamstassbisatsmtansbui s a st ad aa 1p.

gdy

e wskaze w dwoch trojkatach sposrod trojkatow CBA, CDE i FBG jedng pare rownych

katéw ostrych i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy, przy czym kat przy
wierzchotku B musi by¢ wskazany dwukrotnie, jako kat w obu trojkatach CBA i FBG,
np. zdajacy zapisze |«3:FBG| = |4:CBA| lub stwierdzi, ze jest to wspolny kat trojkatow
CBA i FBG (analogicznie z katem przy wierzchotku C w tréjkatach CBA i CDE)

albo
e zapisze, ze trojkat CBA jest podobny do trojkata FBG i do trojkata CDE i stad
wywnioskuje, ze trojkat CDE jest podobny do tréjkata FBG, ale nie wskaze zadnej
pary rownych katow ostrych w tych trojkatach

i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Z.dajACY OIFZYMUJE c.cueeeereiaercnaeiaisienisisnsssassasssssessssssassssnsssnsesssssssssasasssnsesssasssssasasssnssssnsssnns 2 p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwagi:
1. Jezeli zdajagcy przyjmie konkretne miary katow, to otrzymuje 0 punktéw.
2. Jezeli zdajacy przyjmie bledne zaleznosci miedzy katami, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 30. (0-2)

V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy postuguje sie¢ wzorami
i argumentacja. skréconego mnozenia: (a + b)? (2.a).

Przykladowe rozwigzanie
Rozwazmy wyraz a, =2n" +2n.

Wyraz a,,, mozna zapisac, jako

a,,=2(n+1) +2(n+1)=20>+6n+4.
Witedy
a,+a,,=2n"+2n+2n" +6n+4=4n"+8n+4,
Zatem
a,+a,, =(2n+2).
Liczba 2n+2 jest naturalna. To konczy dowdod.

Schemat punktowania

ZAaJACY OtrZYMNUJE wevererureruessnsssnssnsssnssasssansanssasssnsssnsssnssasssnssasesasssnssssssssssnssasesasssnsssassssssnssnsss 1p.
gdy poprawnie zapisze sume¢ dwoch kolejnych wyrazow tego ciagu, np:

a,+a,, =2n>+2n+2(n+1)’ +2(n+1)

i na tym zakonczy lub dalej popetia bledy.
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Zidajacy OtrZYMUJE ueveveeriennsaininiiinnsinssaissnesisnsisnssssnsssnssssnsssnssssssssnssssssssnssssssssnssssnsssnsssanss 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga:
Jezeli zdajacy sprawdzi prawdziwos$¢ tezy tylko dla konkretnych wartosci #n, to otrzymuje
0 punktow.

Zadanie 31. (0-2)

5. Ciagi liczbowe. Zdajacy stosuje wzory na n-ty wyraz i sume »n

poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego i ciggu
geometrycznego (5.c).

I11. Modelowanie
matematyczne.

Przykladowe rozwiazanie
Wykorzystujemy wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego i zapisujemy

: 2 T+38
réwnanie z niewiadoman: S, = 9-n =2016.

Obliczamy liczbg wyrazow ciggu arytmetycznego n: n=42.

Schemat punktowania

Zdajacy OftrZYMUJe..uuueiueeeiieeincieiiniiniaicaesasisnsssesnessasssssasssssssasesnssasssasssssasssssasasssassanssnsans 1 p.
gdy zapisze
. : . +89
e roéwnanie z niewiadoma n: -n=2016
albo
7+(n-1)r=89
o uktad rownan z niewiadomymi i r: 2-7+(n-1)r
2016 = ‘N
i na tym zakoniczy lub dalej popetnia btedy.
Zdajacy OtrZYMUJe...uicicrnsinsssansinnsisnnsisnssasssnsesnnsssnssssnsssnsessnsssnsssssssnsssssssanssnsnsssnssssnsssnsssansss 2p.

gdy obliczy liczbe wyrazow ciggu arytmetycznego: 42.
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Zadanie 32. (0-4)

IV. Uzycie i tworzenie | 7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach
strategii. ptaskich (7.c).

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Niech o oznacza najmniejszy kat trojkata. Zatem pozostate dwa katy tego trojkata rowne sg

o +50° oraz 3¢ . Suma katow trojkata jest rowna 180°, wige
o+3o+o+50°=180°,
Sac=130°,
o=26°.
Stad o +50°=76° oraz 3a="78°.

II spos6b
Niech & oznacza najwigkszy kat trojkata. Zatem pozostale dwa katy tego trojkata rowne sa

£+500 oraz g.
3 3
Suma katow tréjkata jest rowna 180°, wigc
22 i50°+a=180°,
3 3
S500=390°,
a=78°.
Stad %:26" oraz %+50°= 76°.

[T spos6b
Niech o oznacza ten kat trojkata, ktory nie jest ani najwigkszy, ani najmniejszy. Zatem
pozostate dwa katy tego trojkata rowne sg a—50° oraz 3 (o —50°). Suma katow trojkata jest
réwna 180°, wiec
o —50°+a+3(a—50°) =180°,
50 =380°,
a=76°,
Stad a—50°=26° oraz 3(ar—50°)=78°.

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT ALV ) 1 PO 1p.
Zdajacy zapisze:

e katy trojkata w zaleznosci od jednego kata, np.:

a, @+50°, 3a  lub %,%woia, lub  @—50°a,3(a—50°)
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albo
e uktad dwoch réwnan, np.
{a‘+a+ 50°+ 3 =180°

B =3a,
albo
e uktad trzech réwnan, np.
o+ [+y=180°
y=3«
[ =a+50°

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny pOSEEP .....ccveevceeecemicinisiensssecsnnscnssiessssssssassssnsssnssnnens 2p.
Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, np.:

@+3a+a+50°=180° lub %+%+50°+a=180°, lub @—50°+a+3(a—50°) =180°

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosei Zadania .......cecceinniniccnsniiinisnesssnsssinesees s 3p.
Zdajacy obliczy jeden z katoéw trojkata, np.: or=26° lub o¢=78°, lub ¢=76° i na tym
zakonczy lub dalej popelnia btedy.

RoZwWigzanie PelNe iiiciiniininiiiiininiisieiseiesicsinsissienssiesissssassnsssnssstssasssassasssnsans 4 p.
Zdajacy obliczy wszystkie katy trojkata.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy tylko poda katy (26°,76°,78°), to otrzymuje 1 punkt.

2, Jezeli zdajacy tylko poda katy i sprawdzi wszystkie warunki zadania, to otrzymuje
2 punkty.
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IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

3. Rownania i nierownosci. Zdajacy rozwigzuje zadania (rowniez
umieszczone w kontekscie praktycznym), prowadzace do rownan
1 nierownosci kwadratowych (3.b).

Przykladowe rozwigzanie

Przyjmujemy oznaczenia:

x — poczatkowa liczba osob planujacych wyjazd, gdzie x jest liczba naturalng dodatnia;
y —poczatkowy koszt wynajecia busa przypadajacy na jednego uczestnika biwaku, y >16.

Zapisujemy zalezno$¢ migdzy ostateczng liczbg o0s6b uczestniczacych w wyjezdze,

a ostatecznym jednostkowym kosztem wynajecia busa, np.: (x+2)-(y—16)=960 .

Zapisujemy uklad réwnan, np. {

Z pierwszego rownania wyznaczamy

x-y=960
(x+2)-(y-16)=960"

.

960
P=
x

960
Xx=—
a4

.

podstawiamy do drugiego rownania i rozwiazujemy

(x+2)-[@-16)=960.
X

Przeksztatcamy to rownanie do rownania
kwadratowego, np.: x*+2x-120=0.
Obliczamy A =4+ 480 =227,

X, = —2-22 =-12, co jest sprzeczne

z zalozeniem x >0,
% _—2+22 =105

2
Obliczamy liczbe 0sob, ktore wyjechaty
na biwak x+2=12.

[@+2J-(y—16)=960.

¥

Przeksztalcamy to rownanie do réwnania

kwadratowego, np.: y°—16y —7680=0.

Obliczamy A=256+30720=176,

16-176

W= 5

z zatozeniem y >16,
_16+176

2

=—80, co jest sprzeczne

=96.

Obliczamy poczatkowg liczbe osob

planujacych wyjazd
x= 9;‘60 =10 oraz

obliczamy liczbe osob, ktore wyjechaly na
biwak x+2=12.

Odpowiedz: Ostatecznie na biwak wyjechato 12 oso6b.
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Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania Zadania ... 1p.

Zapisanie zaleznosci mig¢dzy ostateczng liczbg o0sOb uczestniczacych w  wyjezdzie,
a jednostkowym kosztem wynajecia busa, np.: (x+2)-(y—16)=960, gdzie x oznacza

poczatkowg liczbe os6b planujacych wyjazd, a y — jednostkowy poczatkowy koszt wynajecia
busa.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ............ccoccoiiiiiiiiiiiie e 2 p.

Zdajacy zapisze uktad rownan z niewiadomymi x i y — odpowiednio z poczatkowa liczbg osob
planujacych wyjazd i jednostkowym poczatkowym kosztem wynajgcia busa:

x-y=960
(x+2)-(y-16)=960.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .................c..oocveeveiiiiiiiee i 3p.

Zdajacy sprowadzi uktad rownan do rownania z jedng niewiadoma, np.:

(x+2)-[@—16)=960 lub [@u]-(y—lﬁ):%o,lub X +2x-120=0,
x y

lub ¥’ =16y —-7680=0.
Uwaga:

Zdajacy nie musi zapisywac¢ uktadu rownan, moze bezposrednio zapisa¢ rownanie z jedng
niewiadoma.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..............cccccooeiveiiiiiieiieceecece 4 p.

Zdajacy

e rozwigze rownanie z niewiadomg x z bledem rachunkowym i konsekwentne
obliczy liczbg 0s6b uczestniczacych w biwaku

albo
e rozwigze rOwnanie z niewiadoma x i nie obliczy liczby osob uczestniczacych
w biwaku,
albo
e rozwigze rOwnanie z niewiadoma y i nie obliczy liczby osob uczestniczacych
w biwaku,
albo

e obliczy y z blegdem rachunkowym i konsekwentne obliczy liczbe osob
uczestniczgcych w biwaku,

Rozwigzamie PEDIe ...t it itsiiviisssiatastiesinsiisais saidsaiivst ses s idaes dinsbunidmasisns 5p.
Zdajacy obliczy liczbg 0s6b uczestniczacych w biwaku: 12.

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy tylko poda rozwigzanie, to moze otrzymaé¢ maksymalnie 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy zalozy, ze koszt jest liczbg catkowity, rozpatrzy rozktady liczby 960 na
iloczyn dwoch czynnikow, wsrod ktorych sa rozktady:
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10-96 =960
12-80=960
i poda poprawng odpowiedz, to moze otrzymac¢ maksymalnie 2 punkty.
3. Jezeli zdajacy przyjmie x jako liczbe os6b, ktore ostatecznie pojechaly na biwak i poda
x+2=14, to moze otrzymac¢ maksymalnie 4 punkty.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki
2422
2

1. Jezeli zdajacy popeli blad (np.: x, =12 lub rachunkowy) w wyznaczaniu

pierwiastkow rownania kwadratowego, przy czym ofrzyma przynajmniej jedno
rozwigzanie naturalne i konsekwentnie rozwigze zadanie do kofica, to moze otrzymac
5 punktow.

2. Jezeli zdajgcy ottzyma poprawne réwnanie wymierne, a nastepnie przeksztalci je
z btedem do rownania kwadratowego i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to
moze otrzymac 5 punktow, o ile otrzymane rownanie ma przynajmniej jedno rozwigzanie
naturalne.
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Zadanie 34. (0-4)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa

1 kombinatoryka. Zdajacy zlicza obiekty w prostych sytuacjach
kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia wzorow
kombinatorycznych; stosuje zasad¢ mnozenia, wykorzystuje
wlasnosci prawdopodobienstwa i stosuje twierdzenie znane jako
klasyczna definicja prawdopodobiefistwa do obliczania
prawdopodobiefstw zdarzen (10.b,d).

IT1. Modelowanie
matematyczne.

Przykladowe rozwiazania

1 sposob
Zdarzeniem elementarnym jest uporzadkowana para (x,y) dwoch réznych liczb ze zbioru

{10,11,12,,,,,99}, ktory zawiera 90 liczb. Liczba wszystkich zdarzen elementamych jest

rowna |Q =90-89 . Wszystkie zdarzenia elementarne sg rowno prawdopodobne. Mamy wigc

do czynienia z modelem klasycznym.
Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma wylosowanych liczb jest 30. Zatem
zdarzeniu A sprzyjaja nastepujace zdarzenia elementarne:

(10,20), (11,19), (12,18), (13,17), (14,16), (16,14), (17,13), (18,12), (19,11), (20,10).
=10.
Prawdopodobiefistwo zdarzenia 4 jest rowne

A
P(A)=u= 0o _ 1 _ 1
| 90-89 9-89 801
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosujemy dwie rozne

Ich liczba jest rowna |A

liczby dwucyfrowe, ktorych suma jest rowna 30 jest rowne ﬁ .

IT sposob
Zdarzeniem elementarnym jest zbior dwuelementowy {x,y} dwoch réznych liczb ze zbioru

{10,11,12,...,99}, ktory zawiera 90 liczb. Liczba wszystkich zdarzen elementamych jest
] .

rOéwna |Q|=(920)= 90! =90 89
88!1-2! 2

prawdopodobne, Mamy wigc do czynienia z modelem klasycznym,
Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze suma wylosowanych liczb jest 30. Zatem
zdarzeniu A sprzyjaja nastepujace zdarzenia elementarne:

{10,20}, {11,19}, {12,18}, {13,17}, {14,16} .

Ich liczba jest rowna IAI =5.

=4005. Wszystkie zdarzenia elementarne sa réwno

Prawdopodobiefistwo zdarzenia 4 jest rowne

P(A)zﬁ ) 455-89 ) 9-189 ) 8:)1 '

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosujemy dwie rozne

liczby dwucyfrowe, ktorych suma jest rowna 30 jest rowne ﬁ :
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IIT sposob
Rysujemy drzewo z uwzglednieniem wszystkich galezi, ktore prowadza do sytuacji
sprzyjajacych zdarzeniu A4 (polegajgcemu na tym, ze suma wylosowanych liczb bedzie
rowna 30).

90 90
L
1 { 1 90
10 N /% A L (L \ 1 90 20
%0 [90 o \go o
11
12 18
1 B 6 L
89| 89
L |
89 1 1 89
1 | | 1
20 89 - é é . 89
19 1 10
18 12
17 6 " 13

Prawdopodobiefistwo zdatzenia A jest rowne
P(A)=1O.L.L=L=L.
90 89 9-89 801
Odpowiedz: Prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosujemy dwie rozne

liczby dwucyfrowe, ktorych suma jest rowna 30 jest réwne ﬁ .

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktéorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LT ALV ) 1) PR 1p.
Zdajacy

e zapisze, ze wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest 90
albo

e wypisze zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A:

(10,20), (11,19), (12,18), (13,17), (14,16), (16,14), (17,13), (18,12), (19,11},
(20,10)
lub {10,20}, {11,19}, {12,18}, {13,17}, {14,16},

albo
e zapisze, 7e |A|=10 lub ‘A‘ =5,
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albo
e narysuje drzewo ilustrujace przebieg do$wiadczenia (na rysunku muszg wystapic
wszystkie istotne galezie)
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.
Rozwigzanie, w ktorym jest istofny poStep .....cceeveeeeeicieisieisisesseccnssiessssssssns s ssnssnnens 2 p.
Zdajacy
e zapisze, ze wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest 90

oraz wypisze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A4:

(10,20), (1L19), (12,18), (13,17), (14,16), (16,14), (17,13), (18,12), (19,11),
(20,10)

lub {10,20}, {11,19}, {12,18}, {13,17}, {14,16}

albo
e 7zapisze, ze wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest 90 oraz zapisze, Ze
|4|=10 lub |4]=5,

albo
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =90-89 Iub |Q|=(920), lub
| = 90‘;_89 , lub || = 4005,
albo

e narysuje drzewo ze wszystkimi istotnymi galeziami i zapisze prawdopodobienstwa na
wszystkich istotnych odcinkach jednego z etapow lub na jednej z istotnych galezi
i na tym zakonczy lub dalej popetini bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ......ccceieicinicnscnsscninninsssnssnssnsssnssnnsssnssasssassans 3p.
Zdajacy

e obliczy liczb¢ wszystkich zdarzen elementarnych: ‘Q.‘=90-89 oraz zapisze, ze
|4|=10
albo

e obliczy liczb¢ wszystkich zdarzen elementarnych: ‘Q|=(920) lub ‘Q‘ =902£, lub

|Q| =4005 oraz zapisze, ze |A| =35,

albo

e obliczy prawdopodobienstwo wzdluz jednej istotnej galezi narysowanego drzewa:

1 1
90 89
i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
RoOZWIgZanie Pelne .. s s s n s 4 p.
A

Zdajacy obliczy prawdopodobiefistwo zdarzenia A4: P(A4)= H = ﬁ .

Uwagi:

1. Jezeli zdajacy poprawnie wyznaczy moc zbioru wszystkich zdarzen elementarnych, ale
przy wyznaczaniu liczby zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu 4 pominie jedno zdarzenie
elementarne lub popei blad przy zliczaniu poprawnie wypisanych zdarzen elementarnych
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sprzyjajacych zdarzeniu A i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje
3 punkty.

. Jezeli zdajacy blednie zapisze, ze wszystkich liczb dwucyfrowych jest 89 i1 konsekwentnie
rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje 3 punkty.

. Jezeli w rozwigzaniu wystepuje sprzeczno$¢ modeli probabilistycznych, to zdajacy moze
otrzymac, co najwyzej 2 punkty.

. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy zamiast wypisywania zdarzen elementarnych
sprzyjajacych zdarzeniu A zapisze nastgpujace sumy 10420, 11+19, 12+18, 13+17,
14+16, 16+14, 17+13, 18+12, 19+11, 20+10 (lub tylko 10+20, 11+19, 12+18,
13+17, 14+16).

. Jezeli zdajacy zapisze, ze wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest 90, ale przy
wypisywaniu zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4, zapisuje sume 15+15 i na
tym zakonczy to otrzymuje 1 punkt.

. Jezeli zdajacy bez zadnych obliczen poda tylko wynik, np. 8_(1)1’ to otrzymuje za cale

rozwigzanie 1 punkt.
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