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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Klucz punktowania zadan zamknietych

Numer zadania 1 2 3 4 5
Odpowiedz D|B|B|C]|B

Klucz punktowania zadania kodowanego

Zadanie 6. (0-2)

Schematy oceniania zadan otwartych

Zadanie 7. (0-3)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa
jest nierdownos¢

5x°+ 3" —4xy+6x+920.

I sposob rozwiazania
Przeksztatcamy nierowno$¢ rownowaznie w nastepujacy sposob
4x* —4xy+y  +x"+6x+920,

(23c—y)2 +(x+ 3)2 >0.
Lewa strona tej nierownosci jest sumg sktadnikow nieujemnych, wiec suma ta jest nieujemna
dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y.

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Zdajacy OtIZYMUJE ..ecccecceiceiiiiiuiiiacinsisnisiisiessssasssssssesasesnessssssssssssssesnsssnessasssssssasasasasssassns 1p.

gdy zapisze nierowno$¢ w postaci, z ktorej lewa strong tatwo mozna zapisa¢ w postaci sumy
sktadnikéw nieujemnych: 4x* —4xy+ 3> + x> +6x+9>0.

Z.dajacy OrZYIMNUJE ..ceeeiereieieiiieieinesnisinisisissasssssesnssssssssasasasssnsesssssssssasasssasssssassnassnnssnasns 2 p.

. . " oy . 2 2 . . - . .. .
gdy zapisze nieréwno$¢ w postaci: (2x—y) +(x+3) =0 i nie uzasadni prawdziwosci tej
nierownosci.

Zdajacy OtrZYMUJE ..ecccecceiceiiiiiuiiiaeinsisnisiisiessssasisssssesasesnessssssssssssasesnssssesasssssssasasasasssassns 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

II sposob reozwiazania
Przeksztatcamy nieréwno$é do postaci 5x” +(6-4y)x+y*+9>0 i wprowadzamy funkcje

kwadratowa f(x)=5x"+(6-4y)x+y*+9 z parametrem y. Wystarczy teraz pokazaé, ze

2
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

funkcja f przyjmuje tylko wartosci nieujemne dla kazdej wartosci parametru y. Ramiona
paraboli sg zwrocone do gory, wigc powyzszy warunek bedzie spehmiony, gdy wyrdznik
trojmianu bedzie niedodatni.

Obliczamy A=(6—4y)2—20(y2+9)=—4y2—48y—144=—4(y+6)2.

Otrzymany wyroznik jest mniejszy lub réwny 0, wige funkcja f'dla kazdej wartosci parametru
y przyjmuje warto$ci nieujemne, a to oznacza, ze nierownos¢ jest prawdziwa dla kazdych
liczb rzeczywistych xi y.

Schemat punktowania II sposobu rezwiazania

ZOA)BCY OITEYINNTE iuciusincuionsiiunsisusiansinusiausiistanstasismstinstansiausiansiansautsiaantasaiossiaes i s s 1p.

gdy zapisze funkcje f(x)=5x2+(6—4y)x+yz+9,

Zdajacy OtrZYIUE ..ccccecerersisnnsisnsisnnssansinisssnsissssssnsesnssssnssssssssnsssnssssnssanssssnsssnssssnsssnassanssnasans 2p.
gdy zapisze wyréznik w postaci A=—4(y+ 6)2 1 nie uzasadni, Ze to wyrazenie jest
niedodatnie.

Zdajacy OtIZYIMUJE .cccceeeeeieeieiinieiinisienisianesisnessansesssssesssnsesssnsesssasessnsssssnassssnassssnassssnsssssns 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga

Zdajacy moze rozpatrywac funkcje argumentu y z parametrem x, jak rowniez ulozy¢ oraz
rozwigza¢ nierobwnosé A<O0 (wtedy za uloZenie nieréwnosci -4y’ —48y—144<0
otrzymuje 2 punkty, a za jej rozwigzanic 3 punkty).



Pobrano z arkusze24.pl

Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 8. (0-3)

Miary katéw trojkata ABC sg rowne 0!=|«3:BAC|, ,3=|«3:ABC‘ i yz‘{ACB‘ . Punkt § jest
srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat, a proste zawierajace odcinki AS 1 BS przecinaja
boki BCi AC tego trojkata w punktach odpowiednio D i E (zobacz rysunek).

G

A
Wykaz, ze jezeli o+ 8 =2y, to na czworokacie DCES mozna opisac¢ okrag.

I sposob rozwiazania
Poniewaz S jest srodkiem okrggu wpisanego w trojkata ABC, wigc polproste AS i BS to
dwusieczne katow BAC i ABC tego trojkata. Zatem

|«BAS]| =% i [«4BS| =§ .
Zatem |«ASB|=180° —%—g . Katy ASB i DSE s wierzcholkowe, wiec
|« DSE|=|44SB| =180°—%—g= 180°—%’8 .
Suma miar katow DSE i DCE czworokata DCES jest rowna
|«<DSE|+|«DCE|= [180°—0“2“—’3J+ Y,
ale z zatozenia o+ =2y, wigc
|«DSE|+|«DCE| = 180°—%+ y=180°,

cO 0znacza, ze |«3:SDC| + |¢:SEC| =180°, wiec na czworokacie DCES mozna opisa¢ okrag.
To koniczy dowad.

II sposo6b rozwiazania
Poniewaz § jest srodkiem okrg¢gu wpisanego w trojkata ABC, wigc polproste AS i BS to
dwusieczne katow BAC i ABC tego trojkata. Zatem

«zas|=2 i |<nBs|=£.
2 2
Zatem |[<AEB|= 180°—a—§ oraz |«ADB| = 1800—%—,3. Katy SECi SDC to katy

przylegte do katéw odpowiednio AEB 1 ADB, wiec

|«SEC|=180°—|«4EB| = 180°—[180°—a—§] = a+§
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

oraz

=] ts] =] a a

|«SDC|=180°—|«ADB| =180 —[180 _5_'5] =3+[3 :
Suma miar katow SEC i SDC czworokata DCES jest rowna
|« SEC|+|«SDC|= e += f+ —+f= (a+ﬂ)
ale z zatozenia a+ 8 =2y, wigc
|«SEC|+|«SDC|== 0:+,6) == 2;/ 3y.
Suma miar katéw trojkata jest rowna 180°, wigc = 180° —(a+ p) . Stad i z zalozenia
wynika, ze ¥ =180°-2y, wiec 3y=180°, czyli y=60°. W rezultacie
|[«SEC|+|«SDC|=3y=3-60°=180°.

Stad z kolei wynika, ze ‘<1‘.SDC| + ‘{SEC‘ =180°, wigc na czworokacie DCES mozna opisac
okrag. To koniczy dowaod.

Schemat punktowania I i II sposobu rozwigzania

Z/dajACY OLIZYIMUJE .ceveeeererrinrssenssnnssanesnsssansssnsssnsssnssssnsssnssssnsssassssnsssnssssssssnssssssssnassansssassns 1p.
gdy
s , . a B
e wyznaczy kat ASB w zaleznosci od i 3: |¢:ASB| =180 =5
albo
B

e wyznaczy kat AEB w zalezno$ciod i |{AEB‘ = 180°—0.’—E :
albo
e wyznaczy kat ADB w zalezno$ci od ai f: |¢:ADB| = 180“—%— B,

albo
e wyznaczy miar¢ kata ACB: y=60°
i na tym poprzestanie lub dalej popelnia biedy.
Z/dajacy OtFZYIMUJE ..ceeeeveieiniiieisiaesnisienisisissassssssssnsssssssssasssasssnsesssassnssasasssasssssassnassnnssnasns 2 p.

gdy
* wyznaczy sume miar katow DSE i DCE czworokata DCES zaleznosciod o, B i y:

|«<DSE|+|«<DCE| = (180°- 255 )+ y
albo
e wyznaczy sume miar katow SDCi SEC czworokqta DCES zaleznosci od «, f oraz
wyznaczy miare kata : |«3:SEC|+|«3:SDC| s(a+p)i y=60°,

albo
e wyznaczy miar¢ kata ACB oraz miar¢ kata DSE: y=60°,

=|«4SB|=120°
i na tym zakonczy lub nie uzasadni tezy poprawnie.

Z/dajacy OFZYIMUJE ..ceeeeeveieiniiieieiaesnisisiiisissassasssnssssssssssasasssasesssssssssasassassssssssnasnnssnasns 3p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 9. (0-4)

Z cyfr 0, 1, 2 tworzymy pigciocyfrowe liczby catkowite dodatnie podzielne przez 15. Oblicz,
ile mozemy utworzy¢ takich liczb.

Przykladowe rozwiazanie

Liczba podzielna przez 15 jest podzielna przez 3 i przez 5. Aby z cyfr 0, 1, 2 utworzy¢ liczbg
podzielna przez 5, ostatnig cyfra tej liczby musi by¢ 0. Aby ponadto liczba byla podzielna
przez 3, suma cyfr utworzonej liczby musi by¢ podzielna przez 3. Mamy wigc cztery
przypadki:

e 1+1+1+0+0 takich liczb jest 3: 11100, 11010, 10110.
e 2424240+ 0takich liczb jest 3: 22200, 22020, 20220.

e 1+1+2+2+0takich liczb jest 6: z czterech miejsc wybieramy dwa miejsca dla jedynek,
na pozostatych wstawiamy dwojki.

e 1+2+0+0+0takich liczb 6: jedynk¢ wstawiamy na pierwszym miejscu, dwojke na
jednym z trzech pozostatych, lub na odwrét.

Razem mamy wiec 18 liczb pigciocyfrowych, podzielnych przez 15, ktére mozna utworzy¢
dysponujac jedynie cyframi 0, 1, 2.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZAMIA cocreeeeeeineinieteseseasiesaesassesnss s ss s s ssas s ea s s s e s ne s s asase s a s ae s asenasnsesnsasasasasasasansssnsnanes 1p.

Zdajacy zapisze, ze ostatnig cyfrg utworzonej liczby jest 0.
Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POStED ...cccccvriersinnssnnicsnisienssnnssnncesnrssnnssnnsssnesnnsnns 2p.

Zdajacy zapisze, ze sg cztery mozliwosci uzyskania sumy cyfr podzielnej przez 3.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania .........ccecereniernieccennensnsenininiscsnssssiessenn, 3p.

Zdajacy poprawnie obliczy liczby liczb w co najmniej trzech z czterech wymienionych
przypadkow.

ROZWIigzZanie PelNe ...t s 4 p.

Zdajacy obliczy, ze jest 18 liczb pigciocyfrowych, podzielnych przez 15, ktore mozna
utworzy¢ dysponujac jedynie cyframi 0, 1, 2.

Uwaga

Jezeli zdajacy pominie jeden przypadek i rozwiaze zadanie do konca otrzymuje 3 punkty.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 10. (0-5)

Ciag (a”) jest arytmetyczny, a ciag (bn) jest geometryczny. Pierwszy wyraz a, ciagu
arytmetycznego jest ilorazem ciagu geometrycznego (b, ). Wyrazy ciagu (a,) sa liczbami
catkowitymi, a suma o$miu poczatkowych wyrazow tego ciggu jest rowna 124. Natomiast
pierwszy wyraz b, ciggu geometrycznego jest réznica ciggu arytmetycznego (an ) Suma
dwoch pierwszych wyrazéw ciagu geometrycznego (b, ) jest rowna 18. Wyznacz te ciagi.

I sposob rozwigzania
Oznaczmy przez g pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego, a przez r roznice tego ciagu.
Wowczas q, g +r, g+2r, ... sagkolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.
Jednoczesnie r jest pierwszym wyrazem ciggu geometrycznego, a ¢ jego ilorazem, wigc
r,rq, rq’, ...sakolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
Z warunkow zadania otrzymujemy uktad rownan:

r+rg=18

2q+7r.8:124

Rozwigzujac uktad rownan doprowadzamy do rownania z jedng niewiadoma:

Dla r dla g
7r’ =33r+36=0 lub 2¢%> —29¢+95=0
A=81 A=81
JA=9 JA =9

12 19
r=—1ub r=3 =5 lub ==

7 7 7 2
Zatem
L1 12

I =3 =3 I

7 b {" Lub T

_19 q=>5 q=>5 19

2 : 2
Warunki zadania spelniaja ciggi:

cigg arytmetyczny o pierwszym wytazie 5 1 roznicy 3 oraz cigg geometryczny o pierwszym
wytazie 3 iilorazie 5. Zatem a, =3n+2ib, =3-5"".

II sposob rozwiazania
Niech a, bedzie pierwszym wyrazem ciggu arytmetycznego, a » jego roznica, za$ b,
pierwszym wyrazem ciggu geometrycznego, a ¢ jego ilorazem. Z warunkow zadnia mozemy

zapisac:
Gtas o104
2
1= 2
Ib,—2 —18
I—g
a,=q
b =r

W dalszej cz¢s¢é rozwigzania postepujemy tak jak w I sposobie.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Schemat punktowania I i II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LIV ALUE: 4 ) 1 O 1p.
Zdajacy
e zapisze kolejne wyrazy ciggow arytmetycznego i geometrycznego za pomocg r i g
(lub @, 1 b, lub a,1ir lub b, 1 q)

albo
2
e zapisze koniunkcje zaleznosci %-8 =124 1 b, 11 9 _18 dla g#l.
—-q
Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny PoSteD ...cccccvriernicnnssnnicininiennsnessnnicsnisinnsssnnsssnssnnsssnsssnnes 2p.
r+rg=18
Zdajacy zapisze uktad rownaf z dwiema niewiadomymi, np.: 1 2¢+7r 8 =14
5 .
Pokonanie zasadniczych trudnosel ... ssssssesss s snes 3p.
Zdajacy przeksztatci uktad rownan do rownania kwadratowego z jedna niewiadoma » lub ¢,
np.: 7r* =33r+36=0 lub 2¢> —29¢+95=0.
Rozwigzanie prawie pelne ...t 4 p.
Zdajacy

e popetni blad rachunkowy na etapie rozwigzywania uktadu réwnan i konsekwentnie do
popelionego bledu rozwigze zadanie do konca
albo

e poda jako rozwigzanie dwie pary ciggow: ciag arytmetyczny o pierwszym wyrazie 179

1 roznicy 3 oraz cigg geometryczny o plerwszym wyrazie ?2 iilorazie 179, oraz ciag

arytmetyczny o pierwszym wyrazie 5 1 roznicy 3 oraz ciag geometryczny o pierwszym
wyrazie 3 iilorazie 5.
ROZWIQZanie PEINe ...t s s s s e 5p.
Zdajacy
e wyznaczy wzory ogolne ciagéow a, =3n+21 b, =3- 5"
albo
e wyznaczy cigg arytmetyczny o pierwszym wyrazie 5 1 roznicy 3 oraz ciag
geometryczny o pierwszym wyrazie 3 i ilorazie 5.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 11. (0-4)
Rozwigz rownanie 3sin [x —E] + cos [x +%] =1 w przedziale (O, 27:) .

I sposob rozwiazania

Korzystajac ze wzoru redukcyjnego cos & =sin (%— a‘) , mozemy zapisac rownanie w postaci

. T . T T
3sin| x—— |[+sin| ——| x+— | |=1,
(=5 )rsnl3-(+5)
3sin Jr,—£ +sin £—x =1,
4 4
3sin[x—£]+sin —[x—zj =1,

4 4
3sin x—£ —sin x—z =1,
4 4
2sin[x—£]=1,
4
: T 1
sin| x—— |=—.
53

Zatem x —% = %Jr 2km lub x —% = S?JZ + 2kx , gdzie k test liczba catkowita. Stad

rownowaznej

x=2Z 4 2kr lub x=F +2k7.
12 12
: : : : . . 13m
W przedziale (0, 212') réwnanie ma wigc dwa rozwigzania: TR

Schemat punktowania I spesobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
YA B V) 1 PR 1p.

Zdajacy zapisze rownanie w postaci 3 sin[x —%] + sin[%—[x +%D =1.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStED ....cceeeeiiieisieniseeicnicieisiessssesssacsssssenssssnssnnens 2p.
: : " : S ) 1

Zdajacy zapisze rownanie w postaci sin| x 7 = 3

Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania........cceceveniercreccensnssenseninicsncsnssnssessessnenaes 3p.

5 13
Zdajacy rozwiaze rownanie w zbiorze liczb rzeczywistych: x = é +2kz lub x= I—;Jr 2kr,

gdzie k jest liczbg catkowita.

: : 5 s .
Wystarczy, ze zdajacy zapisze x —% = %+2k7r lub x —% = %-F 2kr , gdzie k jest liczbg

catkowita,
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

ROZWIQZaANie PEINE ..t s s sn e e 4 p.

Zdajacy rozwiaze rownanie w przedziale (0,21:) i 51—; lub x= 113—2;: .

Uwaga
Jezeli zdajacy od razu wyznaczy rozwigzania rownania z przedziatu (0,2::) , to otrzymuje
4 punkty.

II sposo6b rozwiazania
Korzystajac ze wzorow na sinus roznicy i cosinus sumy katow, otrzymujemy

. T . T T . . T
3 SIHJCCOSI—COSXSIHZ +COSJ€COS——SIHJ€SIH—=1,

) 2 2 2 . 2
3/ sinx-——cosx-— |+cosx-——sinx-—=1,
2 2 2 2

32

T(sinx—cosx)—%(sinx—cosx) =1,
\E(sinx—cosx)zl,
V2

sinx —cosx=—.

2
Korzystajac ze wzoru redukcyjnego cos & =sin (%— 0!) ,rOwnanie mozemy zapisa¢ w postaci

. .[JT ) V2
SIn x —Ssin E—X =

rownowaznej

2

Nastepnie, korzystajac ze wzoru na roéznice funkcji trygonometrycznych

g XAFox L xX=FAx - .
Sinx-— Slﬂ(j—X) =2cos ) -SIn B , Townanie mozemy zaplisac w postaci

rownowaznej

ZCOS%-SiH(x—%) =

Zatem x —% = %Jr 2k lub x —% = 5?)7 + 2kn , gdzie k test liczba catkowita. Stad

x=2Z 4 2k lub x =% +2k7.
12 12
W przedziale (0, 2;2') réwnanie ma wiec dwa rozwigzania: % ; 113—; :

Uwaga

Roéwnanie sinx —cosx = - mozna rozwigza¢ w inny sposob.

10
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Gdy sinx > cos x, to obie strony tego rownania sa dodatnie i wtedy, podnoszac je do
kwadratu, otrzymujemy rownanie

sin® x—2sin xcos x + cos” x =%,
: 1
l-sin2x=—,
2
1
sin2x=—.
T Sz : : .
Zatem 2x = = +2kr lub 2x = ?4‘ 2k , gdzie k test liczba catkowita. Stad

I T ALy
12 1

W przedziale (0,27) s wige cztery takie liczby: x = T ox= LU L

= , X=—, xX= :
12 12 12 12
V4 137 . . .
Jednak tylko dla x= o orazdla x= ET spelniony jest warunek sinx > cosx.
Zatem rownanie 3sin [x - %] +cos [x + %j =1 ma w przedziale (0, 271') dwa rozwigzania:
sz 13x
127 12
Uwaga
Rozwigzania rownania sin[x —%] =% z przedziatu (O, 27:) mozemy odczytaé¢ z wykresu

funkciji f(x)zsin[x—%] .

.

¥
‘ TN
/ N 3
of & 252 = 5 I I L)
// E ::_2 T 7 7 % \g\ 3 ] T
L N
o /
. RY4 137 ; .
Sa dwa takie argumenty: x= 3 x= Tl Sprawdzamy, czy dla tych argumentow funkcja f

przyjmuje wartos¢ % :

S . (7 & . (27 . (7 1
f|— |=sin| ———|=sin| — |=sin| — |=—,

12 12 4 12 6 2

137z (13 & . (107 . [ 5x 1
f|—|=sin| ——— |=sin| — |=sin| — |=—.

12 12 4 12 6 2
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LIV ALUE: 1) 1 1p.

, . , : . 2
Zdajacy zapisze rownanie w postaci sin x —cos x = i

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSteD ....cceeeeiiieisiisiseeicniciessiensssesssacsnssssnssssaesnaens 2p.
Zdajacy zapisze, ze rGwnanie jest rownowazne rownaniu:
: : [x ] J2
e sinx—sin| ——x |=—
2 2
albo

e sin2x =% przy warunku sin x> cos x .

Uwaga

Zdajacy moze nie zapisywaé¢ warunku sinx>cosx. Wystarczy zapis, ze wykorzystuje
metode analizy starozytnych lub sprawdzi otrzymane rozwiazania i odrzuci obce rozwigzania.
Jezeli nie zapisze, ze wykorzystuje metod¢ analizy starozytnych i nie sprawdzi otrzymanych
rozwigzan, a w konsekwencji nie odrzuci obcych rozwigzan, to za cale zadanie moze
otrzymac najwyzej 2 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania........eeeececececeseceec e 3p.

Zdajacy rozwigze roOwnanie
° sin(x —E) = l w zbiorze liczb rzeczywistych: x = 5—E+2k3r lub x = 13—”+ 2k
47 2 T2 12 ’

gdzie k jest liczba catkowita.
albo

e sin2x =% w zbiorze liczb rzeczywistych: x = %+ kz lub x= %+ krm , gdzie k jest

liczba catkowita.
Uwaga
Wystarczy, ze zdajacy zapisze 2x = %'f‘ 2k lub 2x = S?EJr 2k , gdzie k jest liczbg
catkowita.
ROZWIQZaANie PEINE ..t sn e 4 p.
Zdajacy rozwiaze rownanie w przedziale (0,2}:) P x= .?_er lub x= 113—; (x=75° lub
x=195°).
Uwaga

Jezeli zdajacy od razu wyznaczy rozwigzania rownania z przedziatu (0,2}:) , to otrzymuje
4 punkty.

12



Pobrano z arkusze24.pl

Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 12. (0-5)
Prosta /, na ktorej lezy punkt P=(8,2), tworzy z dodatnimi pélosiami uktadu

wspolrzednych trojkat prostokatny o polu rownym 36. Wyznacz rownanie prostej /.

I sposob rozwiazania
Niech szukana prosta / ma rownanie kierunkowe y = ax+b . Mozemy zalozy¢, ze a <0
ib>0.
Poniewaz punkt P =(8, 2) lezy na prostej /, wigc
8a+b=2,

Zalézmy, ze prosta [ przecina dodatnig potos osi Ox w punkcie M, za$ dodatnig péto$ osi
Oy

b
w punkcie N . Wtedy M = [——, 0] i N=(0, b) . Poniewaz pole tréjkata OMN , gdzie
a

O=(0, 0) jestrowne 36, otrzymujemy zatem réwnanie

36=1-[—éj-b,
2 a

b’ b’
Skad a= —E . Po podstawieniu wyrazenia —7—2 w miejsce @ do rownania 8a+b=2,
rownanie to przyjmuje postac
b?.
—+b=2,
9

czyli
b*-9b+18=0.
Réwnanie b” —9b +18 = 0 ma dwa rozwigzania b= 3 oraz b=6.

Jezeli b=3,t0 g = _%. Jezeli b=6,10 ¢ =_%. Sg zatem dwie proste o nastgpujgcych
roéwnaniach:

1 1
y:—§x+3 oraz y:—5x+6,

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny
na drodze do pelnego rozwigzania zadania .......cceevveenscnensnicinininnssnnssniessisinssssnsssassssnesnns 1p.

Zdajacy zapisze zalezno$é wynikajaca z faktu, ze punkt P =(8, 2) lezy na prostej o
rownaniu,
y=ax+b, np.

8a+b=2
albo
réwnanie opisujacego dane pole trojkata prostokatnego, np.

1( b
36=—- [——} -b
2\ a
i na tym zakoniczy lub dalej popetni bledy.

13
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSteD ....cceeeeiiieisiiessnencnicieisiensssesssaessssssnssssnesnaens 2p.
Zdajacy zapisze uktad rownan z niewiadomymi a i b

8a+b=2 i 36%{—&]-5

i na tym zakoniczy lub dalej popetni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccviciesnnsnsseniessenienssiessssssssusssssasssssnssansnns 3p.
Zdajacy przeksztalci powyzszy uktad réwnan do réwnania z jedng niewiadoma, np.
8b* (2 —8(1)2

———+b=2lub 36=-
72 2a
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Ev%a% acy moze rozcig¢ omawiany trojkat prostokatny na prostokat o bokach 8 i 2 oraz dwa
trojkaty prostokatne o przyprostokatnych y—2 i 8 oraz x—8 i 2, gdzie B=(0, y)

i A= (x, 0) sa punktami przeciecia prostej o rownaniu y = ax +b . Oczywiscie y > 2

i x > 8. Otrzyma wtedy nastepujacy uktad rownan

-8)-2 -2)-8 -
(x=8)2 (y=2)8 o %2 36
2 2 2
ktory po przeksztalceniu do rownania z jedna niewiadoma ma postaé
18
y+—=09 lub &hx =36.
y X

Wtedy za kazde z roOwnan otrzyma po 1 punkeie, za uktad rownan 2 punkty. Za rGwnanie
z jedng niewiadoma otrzymuje 3 punkty.

2. Konstrukcja schematu pozostaje taka sama w przypadku, gdy zdajgcy rozwaza rownosc¢
8a+b =2 iuzaleznia wspotczynniki a i b od wspotrzednych punktow na osiach, np.

72 72
A=(x, 0) i B=(0, y).Wtedy QZ—? i bz?.Réwnanic 8a+b=2 przyjmuje zatem
Lo =12 T2 : A
posta¢ 8- ——+-—=2. Jego rozwigzaniami s3 liczby x =12 oraz x=24.
X x

3. Jezeli zdajacy wykorzysta wzor na odlegtos¢ d prostej o rownaniu y = ax+b od punktu
O=(0, 0] , to dlugo$¢ odcinka AB, gdzie A= (x, 0) iB= (0, y) , jest rowna

8—2a\’ 8a—2
|AB|=J[ a} +(8—2a)2 , natomiast d = | ? | . Zakazdy z tych zapisow otrzymuje

a Ja*+1
1

1 punkt. Jesli doprowadzi rownanie 36 = E d ‘ABl do rébwnania z jedng niewiadoma, np.

Ba—2

Ja*+1

przeksztatceniu jest rtéwnowazne réwnaniu 16a° +10a+1=0.

72 =

8—2a\’
\][ a] + (8 - 2.9{)2 , to otrzymuje 3 punkty. To ro6wnanie po
a

14
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Rozwiqzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe)....c.cceceecesiesseniessniercnssssussessnssasinssansans 4 p.
Zdajacy popetni btad rachunkowy w ktorejkolwiek fazie rozwiazania zadania i konsekwentnie
do tego btedu obliczy pole szukanego przekroju tego ostrostupa.

ROZWIQZANIE PEINE e csec e casee s sses s asss s sas s s ass s snas srsn s snane 5p.

1 1
Zdajacy zapisze rownania szukanych prostych: ¥y = —gx +3 oraz y = _Ex +6.
Uwagi
1. Jezeli zdajacy wyznaczy wspotrzedne punktéw przecigcia prostej o rownaniu
y = ax+b , na ktorej lezy dany punkt P=(8, 2),np. 4=(24, 0) i B=(0,3) lub

=(12, 0) iB =(0,6] i nie poda rownan obu prostych, to otrzymuje 4 punkty. Jezeli

przy tym blednie zapisze pary tych punktéw, np. 4=(24, 0) i B=(0,6) lub poda
wspotrzedne czterech punktow bez poprawnego uporzgdkowania, to otrzymuje
3 punkty.

2. Przyjecie do obliczen punktu P=(2, 8) traktujemy jako btad nicuwagi. Takie
rozwigzania oceniamy w skali 0-5.

3. Jezeli zdajacy odgadnie rownanie ktorejkolwiek z prostych (rozwazajgc lub nie
rozktady na czynniki liczby 72), to otrzymuje 1 punkt.

II sposob rozwiazania
Zatézmy, ze prosta [ przecina dodatnie potosie uktadu wspdtrzednych w punktach 4= (a, 0)
=(0,b), a>0, b>0. Wtedy jej rownanie odcinkowe ma postaé

T2,

a b
Poniewaz punkt P=(8, 2) lezy na prostej I, wicc §+% =1. Ponadto pole trojkata ABO jest
a

rowne 36, gdzie O to punkt O=(0, 0), zatem %-a -b =136 . Rozwigzujemy uktad rownan

8 2
—+—=1
a b
a-b=72

Po przeksztalceniu pierwszego rownania do postaci 2(4a+b) =a-b zapisujemy uktad
W postaci rownowaznej
4b+a=36
{a b=T2

Teraz wyznaczamy z pierwszego rownania niewiadomag a =36 —4b . Po podstawieniu do
réwnania drugiego uzyskuje ono postac

(36—4b)b=72 czyli b> -9b+18=0.
Réwnanie b* —9b+18 = 0 ma dwa rozwigzania b=6 oraz b=3.
Jezeli b=6_to a=12 . Jezeli b=3,t0 a =24.

Y Y

Sg zatem dwie takie proste — jedna o réwnaniu %+E =1, druga o réwnaniu %+ rie l.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Schemat punktowania II sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny
na drodze do pelnego rozwigzania zadania ........eeeeeeneicnniciissseee s, 1p.
Zdajacy zapisze rownanie opisujace dane pole trojkata prostokatnego, np.

l-.a-.b=36
2

albo
réwnanie odcinkowe prostej przechodzacej przez punkt P= (8, 2}
8 2

Sii=1
a b

i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny PoSteP ....cceeeeiiieisiierseeicnccieisiensssessaesnsssenssssassnnens 2p.
Zdajacy zapisze uktad rownan

§+2=1 1 l-.a-b=36

a b 2

i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania.......coccveresnnresssnresssnisnsinissssssssssssssssnssssssssannes 3p.
Zdajacy przeksztalci powyzszy uktad rownan do rownania kwadratowego, np.

(36—=4b)-b=72 lub 364‘“ a=72

i na tym zakonczy lub dalej popelni bledy.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe).......ececececeecceeceeceee e, 4 p.
Zdajacy popetni blad rachunkowy w ktorejkolwiek fazie rozwigzania zadania i konsekwentnie
do tego btedu obliczy pole szukanego przekroju tego ostrostupa.

ROZWIigZanie PelNe ...ttt a e e 5p.

Zdajacy zapisze rownania szukanych prostych: %+%= 1 oraz %+— =1.

16



Pobrano z arkusze24.pl

Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 13. (0-6)
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie x° —3mx+2m’ +1=0 ma
dwa rézne rozwiazania takie, ze kazde nalezy do przedzialu (—eo, 3).

I sposob rozwiazania
Réwnanie x” —3mx+2m” +1=0 ma dwa rozne rozwigzania, gdy A>0.
Obliczamy wyroznik: A =9m’ —4(2m2 + 1) =m’ -4

Rozwigzaniem nieréwnosci m’ —4 >0 sa: me (—oo,—2)U(2,0).

x <3 x,—-3<0

Rozpatrujemy warunki: { , ktore sg rownowazne warunkom {

x, <3 x,—3<0
Warunki te sg spetnione, gdy:

x,—3+x,-3<0 oraz (x;,—3)-(x,-3)>0

X, +x,—6<0 oraz xx, —3(x,+x,)+9>0

Stosujemy wzory Viete’a:

3m—-6<01i2m’+1-3(3m)+9>0

3m<6i2m’-9m+10>0, astagd otrzymujemy m < 2.

Wyznaczamy czg$¢ wspolng warunkow:

me (—o0,—2)U(2,00) oraz m<2.

Warunki zadania sa spelnione dla me (—oo,—2).

Schemat punktowania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow. Pierwszy z nich polega na rozwigzaniu

nieréwnosci A >0: me (—o0,—2)U(2,00). Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy
otrzymuje 1 punkt,

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A= 0, to za te czes¢ otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na rozwigzaniu ukladu nierownosci x,—-3+x,-3<0 oraz
(x,—3)-(x,-3)>0.
Za te czes¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Trzeci etap polega na wyznaczeniu cze$ci wspolnej rozwigzan nieréwnosci z etapu
pierwszego i drugiego. Za poprawne rozwigzanie trzeciego etapu zdajacy otrzymuje
1 punkt.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:
1 punkt zdajacy otrzymuje za
x <3 x—-3<0

e zapisanie uktadu
x,—3<0

W postaci {
x,<3

2

3 punkty zdajacy otrzymuje za
e zapisanie uktadu nieréwnoéci x, —3+x,-3<0 oraz (x, —3)-(x,-3)>0

w postaci uktadu nieréwnosci z niewiadoma m, np. 3m<6 i 2m* —9m—+10>0.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

-3<0
Uwaga. Jezeli zdajacy zapisze uktad {xl 3 i jedna z nierdwnosci 3m <6 albo
x,—3<

2m° —9m+10>0, to otrzymuje 2 punkty za II etap.
4 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie ukladu nieréwnosci: m< 2.

Rozwigzanie pelne (172y efapy) .t csesssssssass s esssenaes 6 pkt
Wyznaczenie czgsci wspolnej zbioréw rozwigzan nierownosci i podanie odpowiedzi:

me (—oo,—2).

Uwaga

Przyznajemy 1 punkt za wyznaczenie czgSci wspolnej zbioréw rozwigzan nieréwnosci
zetapu I i etapu II, gdy co najmniej jedna nierownos¢ (albo z etapu I, albo z etapu II) jest
rozwigzana poprawnie.

II sposéb rozwiazania

Rozpatrujemy funkcje kwadratowa f(x) =x> —3mx+2m’ +1.

Aby obydwa rozwigzania podanego rownania byly mniejsze od 3, funkcja
f(x)=x*>—3mx+2m” +1 musi spetiaé nastepujgce warunki:

e f(3)>0,
e x,<3,
e y <0, ktory jest rownowazny warunkowi A >0,
gdzie (xw, yw) , to wspodlrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.
Rozpatrujemy warunki:
e f(3)=9-9m+2m*+1>0,

2m*> —9m+10>0 iotrzymujemy me (—m,2)u[2%,m}.

e x, <3, czyli STm < 3. Stad otrzymujemy m <2.

o A=9m’—4(2m’+1)=m"-4
A>0 gdy me (—o0,—2)U(2,00).
Warunki zadania sa spetnione dla me (—oo,—2).

Schemat punktowania 11 sposobu rozwigzania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow. Pierwszy z nich polega na rozwigzaniu

nieréwnosci A >0: me (—o0,—2)U(2,00). Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy

otrzymuje 1 punkt,
Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A= 0, to za te czes¢ otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na rozwiazaniu uktadu nierownosci:
f(3)>01ix,<3.
Za tg czgS¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 4 punkty.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Trzeci etap polega na wyznaczeniu czeSci wspolnej rozwigzan nieréwnosci z etapu
pierwszego i drugiego. Za poprawne rozwigzanie trzeciego etapu zdajacy otrzymuje
1 punkt.

Podziat punktow za drugi etap rozwigzania:
1 punkt zdajacy otrzymuje za

e zapisanie uktadu warunkéw f(3)> 0 oraz x,, <3
3 punkty zdajacy otrzymuje za

e zapisanie uktadu nierdwnoéci f(3)>0 oraz x,<3 w postaci uktadu

nieréwnosci z niewiadoma m, np. 2m° —9m+10>0 i 3m<6.

Uwaga. Jezeli zdajacy zapisze uktadu warunkéw f(3) > 0 oraz x,, <3 i jedng z nierdbwnosci
3m<6 albo 2m*> —9m+10> 0, to otrzymuje 2 punkty za II etap.
4 punkty zdajacy otrzymuje za

e rozwigzanie ukladu nier6wnosci: m<2.

Rozwigzanie pelne (172y elapy) .o ceiiieisiiesecsccesscsessescnessss s s s sasssssassnnnsnns 6 pkt
Wyznaczenie czgsci wspolnej zbioréw rozwigzan nierownosci i podanie odpowiedzi:

me (—eo,—2).

Uwaga

Przyznajemy 1 punkt za wyznaczenie czgSci wspolnej zbiorow rozwigzan nierownos$ci
zetapu I i etapu I, gdy co najmniej jedna nieréwnosc¢ (albo z etapu I, albo z etapu II) jest
rozwigzana poprawnie,
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Zadanie 14. (0-6)

Trapez réwnoramienny ABCD o ramieniu dlugo$ci 6 wpisany jest w okrag, przy czym
dtuzsza podstawa AB trapezu, o dilugosci 12, jest srednicg tego okregu. Przekatne AC i BD
trapezu przecinaja sic w punkcie P. Oblicz pole kota wpisanego w trojkat ABP.

Rozwigzanie

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku.

Przyjmujemy, ze <CAO=<DBO=0.

Katy CAO i ACD sg naprzemianlegte, podobnie jak katy DBO i BDC.

Zatem <ACD=<BDC =«

Odcinek 4B jest srednicg okrggu, zatem <ACB =90°.

Trapez ABCD jest wpisany w okrag. Stad a+ S+90°+a =180°, czyli 2a+ S=90° (¥).
Ponadto trojkat AOD jest rownoboczny, zatem o+ 3 =60° (*¥*).

Z warunkow (*) i (**) wynika, ze o= f=30°.

Wysokos¢ h trapezu jest rownocze$nie wysokoscig trojkata rownobocznego o boku 6.

Zatem h= Ss/g .
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Trojkaty ABP i CDP sg podobne, bo katy APB i CPD sg wierzchotkowe, a pozostate katy
AB

w tych trojkatach maja miarge 30°. Skale podobiefistwa wyznacza stosunek H=2, bo
CD

trojkat ACD jest rownoramienny i [CD|=|4D|=6.

Zatem |PO| = 2 h=243.
3

Wyznaczmy dlugoéci odcinkéw AP i BP. |AP|=|BP|= = l4C|= Z63=03.
3 3
Obliczamy pole trojkata ABP.

P, =2|4B|-|Po|=1.12.245=1245.
2 2
Wykorzystamy zalezno§¢ miedzy polem trojkata, jego obwodem i promieniem okregu
wpisanego w trojkat.

12(:4‘/§+4‘/§+12-r.

2

Stad r=12-643 .
Obliczamy pole kota wpisanego w trojkat ABP.

P=m?=n(12-6v3) =(252-144\3)x.

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
VAN B VLT R 2T ] 1 TR 1 p.

Zdajacy
e zapisze, ze o= 3 =30°
albo
e 7zapisze, ze trojkaty ABP i CDP sg podobne.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny poStep .....ccccveeiceesceisininiensisessnnecnssssnsssssssasennnsnns 2p.

Zdajacy obliczy wysokosé trapezu: h = 343

Pokonanie zasadniczych trudnosci zZadania ........cccccccniinienninnssnscnssnsnninnsinnssnssnssanssenns 4 p.

Zdajacy obliczy pole trojkata ABP: P, = 124/3.
Uwaga. Jezeli zdajacy
e obliczy wysokos¢ trojkata ABP:|PO| =243
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lub

e obliczy diugosci bokéw trojkata ABP: |PO| =243, |AP|=|BP| =443,

to otrzymuje 3 punkty.

Rozwigzanie prawie pelne ... 5p.

Zdajacy obliczy promien kota wpisanego w trojkat ABP: r =12 — 643 .
ROZWIQZaNie PEINE ..ttt sssecassscsse s sss s sa s anas s asassnan e nas 6 p.

Zdajacy obliczy pole kota wpisanego w trojkat ABP: P = (252— 144J§) T.
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Zadanie 15. (0-7)

Rozpatrujemy wszystkie prostopadtosciany o objetosci 8, ktorych stosunek dtugosci dwoch
krawedzi wychodzacych z tego samego wierzchotka jest rowny 1:2 oraz suma diugosci
wszystkich dwunastu krawedzi jest mniejsza od 28. Wyznacz pole powierzchni catkowitej
prostopadtoscianu jako funkcj¢ dlugosci jednej z jego krawedzi. Wyznacz dziedzing tej
funkcji. Oblicz wymiary tego sposrod rozpatrywanych prostopadlo$cianow, ktérego pole
powierzchni calkowitej jest najmniejsze.

I sposob rozwigzania

Niech x oznacza dtugosc krotszej z tych dwoch krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych
ztego samego wierzchotka, ktorych stosunek dlugosci jest rowny 1:2, wtedy druga z tych
krawedzi ma dlugo$¢ 2x, natomiast dlugo$é trzeciej krawedzi tego prostopadtoécianu jest

4 : . . :
=— . Pole powierzchni catkowitej jest rowne
xX-2x X

rowna

Pf(x)=2-x-2x+2-x-i2+2-2x-i2=4x2+ﬁ,
x % x

Z zatozenia wynika, ze x>0 oraz 4x+4-2x+4 -i2< 28 . Stad
x

3x+i2<7,
X
3xX -7x*+4<0.

Zauwazmy, ze jednym z pierwiastkow wielomianu jest 1, gdyz 3-1°~7-1> +4 =0 . Stad
wynika, ze wielomian ten jest podzielny przez dwumian x —1. Dzielac, np. za pomoca
schematu Hornera, otrzymujemy

3 -7 0 4
1 3 —4 —4 0
Zatem niero0wnos¢ mozemy zapisa¢ w postaci

(x—1)(3x*—4x-4) <0.

Pierwiastkami trojmiany 3x*> —4x—4 sg liczby 2 i —%.

s
Zatem x€ (1,2).
Pochodna funkcji P jest rowna

24 8

P:(x)=8x—?_?-(x3—3):%-(x—%/§)(xz+%/§x+%/§) dla xe (1,2).

X

o

—_
<

R

L

Poniewaz iz(x1 +%/§x+{/§) >0 dla kazdej liczby xe (1,2), wige

x
P’ (x)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy x—3B=01ixe (L,2), czyli gdy x=33,
I{(x)>0 wtedy i tylko wtedy, gdy x-3B>01 xe (1,2), czyli gdy xe (%/?:,2),
P;(x)<0 wtedy i tylko wtedy, gdy x—/3 <0 i xe (L2), czyli gdy xe (1,3/?:).

Zatem w przedziale (1 AB ) funkcja P. jest malejaca, w przedziale (i/i ,2) jestrosngca,
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aw punkcie x= B osigga minimum lokalne, ktore jest zarazem najmniejsza wartoscig tej

funkeji.
3
Gdy x={/§,to2x=2%/§ oraz 4 = 5 =4\/§.

= (yg)z 3

Odpowiedz. P, (x)=4x’ +£ dla x e (1,2) . Najmniejsze pole powierzchni catkowite;,
x

spo$rod rozpatrywanych, ma prostopadloscian o wymiarach ¥, 233, %3 3.

Schemat punktowania I spesobu rozwigzania
Rozwigzanie zadania sklada si¢ z trzech etapow.

e Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czgsci:

a) zapisanie dlugosci krawedzi prostopadioscianu w zaleznosci od zmiennej x,
(dtugos¢ krotszej z tych dwoch krawedzi prostopadioscianu wychodzacych z tego
samego wierzcholka, ktorych stosunek dlugosci jest rowny 1:2), druga z tych
krawedzi ma dlugos¢ 2x, natomiast dlugos¢ trzeciej krawedzi tego

: . . 4
prostopadloscianu jest rowna —-,
X

b) zapisanie pola powierzchni catkowitej prostopadio$cianu jako funkcji zmiennej x:

1?:(x)=2-x-2x+2-x-i2+2-2x-i2=4x2+£,

4 X X
c) okreslenie dziedziny funkcji P: (1,2).
Za kazda z czescl tego etapu zdajacy otrzymuje po 1 punkeie. Jesli zdajacy od razu zapisze
pole powierzchni catkowitej w zalezno$ci od zmiennej x, to otrzymuje 1 punkt za czg¢s¢ a)
i 1 punkt za czgsc b).
e Drugi etap sklada si¢ z trzech czg$ci:
24 24

a) wyznaczenie pochodnej funkcji wymiernej f(x)=4x>+—: f’(x)= 8x——,
X X
b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej: x = B,
¢) uzasadnienie, ze dla x = B funkcja P osigga najmniejsza warto$¢, np. zapisanie,
7e w przedziale (1,%/5) funkcja P, jest malejaca, w przedziale (3/5,2) jest
rosngca, a w punkcie osigga minimum lokalne, ktore jest wigc najmniejsza
wartos$cig tej funkcji.
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czesci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czes¢ etapu zostala zrealizowana bezblednie.

Uwaga
Jezeli zdajacy nie wyznaczy dziedziny funkcji P, np. xe (1,2), to za trzecig czesé¢ drugiego
etapu moze otrzymac 1 punkt tylko wtedy, gdy obliczy dlugosci wszystkich trzech krawedzi
szukanego prostopadios$cianu i sprawdzi, ze suma dlugosci wszystkich dwunastu krawedzi
jest mniejsza od 28.
e Trzeci etap

Obliczenie dtugosci krawedzi prostopadio$cianu o najmniejszym polu powierzchni

catkowitej: 3/5, 23/5, i%/g.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

24



Pobrano z arkusze24.pl

Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

II sposob rozwiazania

Niech x oznacza dlugosc krotszej z tych dwoch krawedzi prostopadloscianu wychodzacych
z tego samego wierzcholtka, ktorych stosunek dlugosci jest rowny 1:2, wtedy druga z tych
krawedzi ma dlugos¢ 2x. Przyjmijmy, ze h oznacza wysoko$¢ tego prostopadloscianu.

N

Objetos¢ prostopadioscianu jest rowna 8 , wiec x-2x-h=8.Stad x= E = .

Pole powierzchni catkowitej jest rowne
P=2-x2x+2-x-h+2-2x-h,
P =4x2+6xk

P= . L
h h

e(h):%sﬂzﬁ.

Z zalozenia wynika, ze h>0 oraz 4x+4-2x+4h<28,stad
12-i+4k<28,

Vi
i+ h<7,
h* — Tk +67h <0.

Aby rozwigzaé nieré6wnos¢, podstawmy Jh=tit>0.
Zapisujemy nierowno$¢é w postaci *—71>+6t<0.
Przeksztalcamy do postaci rOwnowaznej t(f =Tt+ 6) <01it>0.Zatem £ =7t+6<0.
Zauwazmy, ze jednym z pierwiastkow wielomianu jest 1, gdyz 3-1°~7-1> +4 =0 Stad
wynika, ze wielomian ten jest podzielny przez dwumian ¢ —1. Dzielac, np. za pomoca
schematu Hornera, otrzymujemy

3 -7 0 4
1 3 —4 4 0
Zatem niero0wnos¢ mozemy zapisa¢ w postaci

(¢—1)(3¢* —4t—4)<0.

Pierwiastkami tréjmianu 3¢° —4¢—4 sa liczby 2 i —%.

/{5_\\ ~ .
30 1\‘/2 ;

Zatem te (1,2), stad \/EE (1,2) oraz he (1,4) .

Pochodna funkcji P jest rowna

16 12 16 6J_ 6hh—16
Y K

Poniewaz h° >0 dla kazdej liczby he (1,4) ,wiec P'(h)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy

6hJh—16= 01 he(L4),czyli h\/_——gd h= JE %

P (h)=-

dla he(1,4).
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Pcf(k)>0 wtedy i tylko wiedy, gdy 6AvA —16>0 i he (L4), czyli gdy he [%,4],
P;(k)<0 wtedy i tylko wtedy, gdy 6Axh—16<0 i he (L4), czyli gdy he [1,%}.

l,i> funkcja P. jest malejaca, w przedziale < n jest rosngca,

® %’I)

aw punkcie s = i osigga minimum lokalne, ktore jest zarazem najmniejsza wartoscig tej

Lo

Zatem w przedziale [

funkeii.
4 2
Gdy h=—,to J¢:=————\/372 \/goraz 2x = 2«/_
yh=7 =
) 3/5
16

Odpowiedz. P.(h)= o +12vh dla he (1,4) . Najmniejsze pole powierzchni catkowitej,

sposrod rozpatrywanych, ma prostopadloscian o wymiarach B, 233, % :

Schemat punktowania 11 sposobu rezwigzania
Rozwigzanie zadania sklada si¢ z trzech etapow.

e Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czesci:

a) zapisanie dlugosci krawedzi prostopadio$cianu w zaleznosci od zmiennej x,
(dtugos¢ krotszej z tych dwoch krawedzi prostopadloscianu wychodzacych z tego
samego wierzcholka, ktorych stosunek dtugosci jest rowny 1:2), druga z tych
krawedzi ma dlugos¢ 2x, natomiast dlugosc trzeciej krawedz tego

2h

prostopadloscianu jest rowna /4 oraz zapisanie zaleznosci x = W =—,

h

b) zapisanie pola powierzchni catkowitej prostopadioscianu jako funkcji zmienne;j 4:

P =4[¥J +6- i h_1—6+12ﬁ,

c

c) okreslenie dziedziny funkcji P; (1,4) :
Za kazda z czescl tego etapu zdajacy otrzymuje po 1 punkeie. Jesli zdajacy od razu zapisze
pole powierzchni catkowitej w zaleznosci od zmiennej x, to otrzymuje 1 punkt za czgs¢ a)
11 punkt za czgsé b).
e Drugi etap sklada si¢ z trzech czgsci:

a) wyznaczenie pochodnej funkcji wymierne;]

, 16 12 16 6J_ _6hh-16
P (k)= 12 _ =
"2 h

b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej: 7 =3 ﬁ = i a
o ~%
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c) uzasadnienie, ze dla A =% funkcja P osiagga najmniejsza wartoS¢, np. zapisanie,

) . 4 : : : . 4 :
ze W przedziale [1,%@> funkcja P, jest malejaca, w przedziale <%},§,1) jest
rosngca, a w punkcie osigga minimum lokalne, ktore jest wigc najmniejsza
wartos$cig tej funkcji.
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czgSci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt, o ile
poprzednia czes¢ etapu zostala zrealizowana bezblednie.
Uwaga
Jezeli zdajacy nie wyznaczy dziedziny funkcji P, np. he (1,4), to za trzecig czes¢ drugiego
etapu moze otrzymac 1 punkt tylko wtedy, gdy obliczy diugosci wszystkich trzech krawedzi
szukanego prostopadloscianu i sprawdzi, ze suma dlugosci wszystkich dwunastu krawedzi
jest mniejsza od 28.

e Trzeci etap
Obliczenie dlugosci krawedzi prostopadlo$cianu o najmniejszym polu powierzchni
catkowitej: \3./5, 2%/5, %
9

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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