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Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki

zadania.

Zadanie 1. (0-1)

Poprawna
Wymagania ogélne Wymagania szczegolowe
odp. (1 p.)
2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzoréw
II. Wykorzystanie skrdconego mnozenia na (a +b)?oraz a® — b* (2.1).
1 interpretowanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy postuguje si A
. y Zyw ygcy postuguje sig
reprezentacy. w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia
i stosuje prawa dziatan na pierwiastkach (1.3).
Zadanie 2. (0-1)
T, D Clqgl. Z.dajra,cy oblicza graglcc ciggow, korz'ystajatc
i tworzenie informaci z granic ciggoéw typu 1/n, 1/n” oraz z twierdzen D
! " | o dziataniach na granicach ciagow; (R5.2).
Zadanie 3. (0-1)
IV. Uzycie i tworzenie | 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zalezno$ci miedzy C
strategii. katem srodkowym i katem wpisanym; (7.1).
Zadanie 4. (0-1)
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy
II. Wykorzystanie oblicza wspotrzedne oraz dlugo$¢ wektora; dodaje
i interpretowanie i odejmuje wektory oraz mnozy je przez liczbe. B
reprezentacii. Interpretuje geometrycznie dziatania na wektorach
(R8.7).
Zadanie 5. (0-2)
II. Wykorzystanie 3. Roéwnania i nieréwnosci. Zdajacy stosuje
i interpretowanie twierdzenie o reszcie z dzielenia 125

reprezentacji.

wielomianu przez dwumian x — a (R3.4).
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Zadanie 6. (0-3)

II. Wykorzystanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy oblicza pochodne funkcji
1 interpretowanie wymiernych oraz korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji
reprezentacji. pochodnej (R11.2, R11.3).

Przykladowe rozwigzanie
Pochodna funkcji fjest rowna

B ¥ +1-2x(x-1) —x*+2x+1

f(x)= > = -— dlakazdej liczby rzeczywistej x.
(x2 + 1) (Je:2 + 1)
Wspoétczynnik kierunkowy szukanej stycznej jest rowny:
2 1
’ ]_ =—=—,
7 4 2

zatem réwnanie stycznej do wykresu funkcji f'w punkcie P =(1,0) ma posta¢:

1
=—(x-1)+0,
y=-(x-1)

1
Y 2 2
Schemat punktowania
Zdajacy OIFZYMUJE ..ccceeeeiiaciieiniiniiienisaessasisseacesnssssssssssssssesasesnssasasasansssasnsasassanssnssnses 1 p.
gdy wyznaczy pochodng funkcji £
, x'+1-2x(x—-1 , —x* +2x+1
. f(x)= R O P il
(Jc2 + 1) (Jc2 + 1)
ina tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Zdajacy OtYZYMUJE cececeeereiiacincisniniiiiniiaeississeacesnsesssssssnssssesssesnsssasssasssssssasasasassanssnssnses 2p.

gdy obliczy f7(1) =%, poprawnie interpretuje te liczbe jako wspotczynnik kierunkowy

stycznej i na tym zakonczy lub dalej popelnia biedy.

Zidajacy OtFZYMUJE c.ecceeeeieneieniceiiinisianesasssnessssissssasssssnsessssssnssasassnsesssassnasasasasnssssnsssnsssnnns 3p.
1

1
gdy zapisze réwnanie stycznej do wykresu funkcji £ w punkcie P=(1,0): y= Ex_E .

Uwaga

X +1-2x(x-1)
x*+1

i konsekwentnie do popetnionego btedu wyznaczy réwnanie stycznej, to otrzymuje 1 punkt.

Jezeli zdajacy wyznacza blgdnie pochodng funkcji, np.. f’(x)
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Zadanie 7. (0-3)

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzorow skroconego
V. Rozumowanie | mnozenia na (a +b)?oraz a®> — b* (2.1).

1argumentacja. Zdajacy dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia

wymierne (R2.6).

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Przeksztatcamy nierowno$é rownowaznie:

X'y —4xy+4+2x" —dxy+2y° >0,
(Jgf—2)2+2(x2—2xy+yz)>0 g

(xy=2)" +2(x-y) >0.
Poniewaz x#y, wigc (x— y)2 > 0. Zatem lewa strona tej nieréwno$ci jest suma liczby
nieujemne; (ch—2}2 oraz liczby dodatnie; Z(x—y)z, a wigc jest dodatnia.
To konczy dowaod.

II spos6b
Zapiszmy nieréwnoéé¢ x”°y”> +2x>+2y° —8xy+4 >0 w postaci rownowaznej
(y2+2)x2—8y-x+2y2+4>0 :
Poniewaz 3°+2>0 dla kazdej liczby rzeczywistej y, wigc mozemy potraktowaé te
nieréwnos¢ jak nier6wnos¢ kwadratowa z niewiadoma x 1 parametrem y (lub z niewiadoma y
i parametrem x). Wystarczy wigc wykaza¢, ze wyrdznik trojmianu kwadratowego
(y2 + 2).752 —8y-x+2y° +4 zmiennej x jest ujemny.
A=(-8y) —4-(1*+2)-(2)7+4)=64y* -8()* +2) =
=8(8)y" —y* —4y" —4)=8(—y" +4y* -4)=-8()" -2)
Dla kazdej liczby rzeczywistej y, takiej, ze y* # 2 wyrdznik jest ujemy. Gdy y° =2, to

2

woOwczas nierowno$é x°y” +2x° +2y” —8xy +4 >0 ma postac
4x* —8/2x+8> 0 lub 4x> +8+/2x+8>0
x> =22x+2>0 lub x*+2v2x+2>0,

(Jc—\/f)2 >0 lub (x+\/5)2>0.

Poniewaz z zalozenia wynika, ze x # y, wiec x° # 2, a to oznacza, ze kazda z otrzymanych
nieréwnosci jest prawdziwa.
To konczy dowaod.

III sposob
Rozpatrzmy nieréwno$¢ x°y” +2x”> +2y” —8xy+4 >0 w trzech przypadkach.

[. Gdy co najmniej jedna z liczb x, y jest rowna 0, np. gdy x=0. Wtedy nierownos¢
przyjmuje postacé
2y +4>0.
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Ta nierownos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej y.

II. Gdy zadna z liczb x, y nie jest rowna 0 1 gdy xy <0, Wtedy po lewej stronie nierownosci
x*y* +2x*+2y* —8xy+4>0 wszystkie skladniki sg dodatnie, wigc nieréwnos¢ jest
prawdziwa.

III. Gdy zadna z liczb x, y nie jest rowna 0 i gdy xy>0. Wtedy, dzielac obie strony

nieréwnoséci x”°y” +2x” +2y° —=8xy+4> 0 przez xy, otrzymujemy nieréwno$é rownowazna

w+2r+22 g+ 2 50,

y x  xy
2| 242|850,
Xy v X

y y x

(o] {E-f

2
Poniewaz z zatozenia x # y, wiec i;afil,z:—.itetrl i;a&z,co oznacza, Ze {J;\/ZJ >0.
y y x b4 X

:cy—4+i+2{£—2+£)>0,

2
Stad i z tego, ze [\/E —LJ > 0 wynika prawdziwos¢ otrzymanej nierownosci.
Xy

To koniczy dowad.

IV sposob

I. Gdy xy<0, to wtedy po lewej stronie nieréwnosci x°y* +2x* +2y° —8xy+4>0 cztery
pierwsze skladniki sg nieujemne, pigty jest dodatni, wiec nieréwno$¢ jest prawdziwa.

II. Gdy xy >0, wtedy z nierdbwnosci miedzy $rednig arytmetyczng i geometryczng dla liczb
dodatnich x*y*, 2x*, 2y* i 4 otrzymujemy

2.2 2 2
X'y +2x4+2y +4zdx2y2.2x2.2y2.4=§/16x4y4 =2xy,

skad
X'y +2x7+2y* +4>8xy.
Rowno$¢ miataby miejsce tylko wtedy, gdyby x*y* =2x* =2y* =4, a wigc gdyby x* =y°,
co wobec nieréwnosci xy >0 oznaczaloby x =y, co jest sprzeczne z zatlozeniem. Zatem
X’y +2x>+2y° +4>8xp,
czyli
Xy +2x7+2y" -8xy+4>0.
To koficzy dowad.
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Schemat punktowania

I sposob rozwiazania

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........cccceeeeecsiniercesscssnscsiesnssssseeeseesanes 2p.

Zdajacy zapisze nierowno$¢ w postaci (xy— 2)2 +2 (Jc—y)2 >0 ina tym zakonczy lub dalej
popeinia btedy.
RoOZWiIgzanie PeIe ...t 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie, uwzgledniajace zatozenie, ze x# y .

II sposdb rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOorym postep jest iSTOtNY .......cccieeeeieeecieeicinescieneccisneccssnssssnassssnasessnnes 1p.

Zdajacy zapisze nieroOwno$¢ w postaci (y2 + 2))52 —8y-x+2y>+4>0, obliczy wyrdznik

trojmianu kwadratowego (y2 +2)x2 ~8y-x+2y*+4,np.: A=(-8y) -4 (y2 +2) -(2})2 +4)
i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........iininnscnsninisiniissessnsssisneseens 2p.
Zdajacy uzasadni, ze wyréznik A =-8 ( ¥y —2)2 jest niedodatni dla kazdej liczby rzeczywistej
v, ale nie rozpatrzy przypadku, gdy y* =2 i na tym zakonczy lub dalej popemia btedy.

Rozwigzanie pelne ..., 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

III sposob rozwiazania
Rozwigzanie, w KtOorym postep jest iStOtNY .......cccieeicieeccieeicinescinescieneccssnssessnasssnasnsnnes 1p.

Zdajacy wykaze prawdziwos¢ nierownosci w [ i w II przypadku i na tym zakonczy lub dalej
popelnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........iiniinnccnsninininiissenssnssnnssessaens 2p.

4

Zdajacy zapisze nier6wnoS¢ w postaci xy+-—+2 [f +£J—8 >0 w przypadku, gdy xy>0
Xy y x

i na tym zakonczy lub dalej popetia bledy.

Rozwigzanie Pelne .....ciercninininiiieiniininnieiisnseisicsisnissensiesissmssmsssnn. 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

IV spos6b rozwiazania
Rozwiazanie, w KtOrym postep jest iStotny .......cceeveeeeeeceicieisisssssecsnecssssessssssssassnnsnns 1p.

Zdajacy wykaze prawdziwos$é nieréwnosci x°y” +2x” +2y° —8xy +4 >0 w I przypadku
i na tym zakonczy lub dalej popetia bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2p.
2.2 2 2

Zdajacy uzasadni, ze gdy xy >0, to prawdziwa jest nierownos¢ Xy +2x4+2y Ll >2xy

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie Pelne ... as s sa s a s 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie,

Zadanie 8. (0-3)

7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wlasnosci funkcji
trygonometrycznych w tatwych obliczeniach geometrycznych, w tym
ze wzoru na pole trojkata ostrokgtnego o danych dwoch bokach

i kagcie migdzy nimi. (7.4).

Zdajacy rozpoznaje figury podobne i jednoktadne wykorzystuje
(takze w kontekstach praktycznych) ich whasnosci. (R7.4).

Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich

z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinusow.
(R7.5).

V. Rozumowanie
1 argumentacija.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
C
& a
B
2
A C B

Pole trojkata ABC jest rowne
1

e =Ea-c-sinﬁ .
Pola trojkatow ABE i CBE s rowne

P

A

B s

1 . 1 :
- =5d -c-sm; oraz P, =Ed -a-sm;.
Suma pol trojkatow ABE i CBE jest rowna polu trojkata ABC, zatem
i s

—a-c-sinﬁ=la'-c-sin—+ld-a-sin—.
2 2 2 2
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BB s

Stad a-c-2sin—cos==d(a+c)sin=.
3 5 cos =d (a+c)sin

B

2ac-cos;=d (a+c),

d= 24 -cosﬁ.
a+c 2

To koniczy dowad.

II spos6b
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

A

Z twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy
|CE| _|cB|

. y_a
|AE‘ _|AB|, czyli T

Z twierdzenia cosinusow dla trojkatéw ABE i CBE otrzymujemy

s

x’ =cz+d2—2ca'cos§ oraz y2=a2+d2—2aa'cosz.

Zatem
£=£=az+d2—2adcosg
N cz+d2—20dcosg

Stad otrzymujemy

az(cz+d2—2c:a' cosg)= cz(a2+d2—2adcosg),

a’c*+a’d*-2a*cd cosﬁ =a’c* +c*d*-2ac’d cosﬁ

2 27
a’d*—c*d* =2d’cd cosg—2aczd cosg,
(az—cz)a’ =2(a—c)accosg.

Gdy a=c,wowczas trojkat ABC jest rownoramienny, wigc trojkaty ABE i CBE sa

2
prostokatne 1 przystajace. Wtedy cosﬁ = 2 , skad d =ccos B 2icos B_ 2 cos B .
2 ¢ 2 2 2 a+c 2

Gdy za$ a#c,to (a—c)(a+c)#0,czyli a’—c* #0, wige
d=Maccos£=2ﬁcosﬁ

az—cz atc 2

To koficzy dowad.
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I1I sposob

Poprowadzmy wysokosci CG 1 EF trojkatow ABC i ABE. Poniewaz trojkat ABC jest
ostrokatny, wigc spodki F i G tych wysokosci leza na boku 4B trojkata ABC. Pozostale
oznaczenia przyjmijmy jak na rysunku.

A

Z twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy

_Ij?l = _Eil , czyli -2
X c
Z trojkatow BEF 1 BCG otrzymujemy
£=sinﬁ oraz ﬁzsin,@.
2 a

Stad

p =dsing oraz h=asin .
Trojkaty AFE 1 AGC sa podobne, gdyz oba sg prostokatne i majg wspolny kat ostry przy
wierzchotku 4. Zatem

[4E| ~ |4C]| x x4y
Stad 1 z poprzednio otrzymanych rownosci otrzymujemy kolejno

d sin =

7 _asinf
X x+y ’
a-2sin = cos =
dsinﬁz 2 2
2 1+
X
2a-cos ﬁ 2ac-cos ﬁ
o 2 _ 2
1+E a+c
c

To konczy dowaod.
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Schemat punktowania

I sposob rozwiazania

Rozwigzanie, w KtOorym postep jest iStOtNY .......ccceeecieeicineccinescieseccienescssnsssssnasssnasassnnes 1p.

Zdajacy
e zapisze pola kazdego z trojkatow ABC, ABE 1 CBE w zaleznosci od dlugosci a, ¢, d
B B

ikata B: %mzéa-c-sinﬁ, P =%d-c-sin?, PCB‘,,_.:%a'-a-sinE

albo
e zapisze, ze pole trojkata ABC jest suma pol trojkatow ABE i CBE oraz zapisze jedno

. 1 : 1 . B 1 . pB
z tych pol: P, =Ea-c-sm,6’ lub P, ZEd -c-sm; lub P, =5d-a-sm3
1 na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania .......ccuccenenssenienninscsnssnssensnsisnsssssnsssnssanssanes 2p.

Zdajacy zapisze zalezno$¢ miedzy polem trojkgta ABC i polami trojkgtow ABE i CBE
w postaci, w ktorej wystepuja jedynie wielkosci a, ¢, di B, np.:
la-c-siﬂﬂ=ld -c-sinﬁJrld -a-sinﬁ
2 2 2 2 2
1 na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.

Rozwigzanie pelne ..., 3p.

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.

II sposdb rozwiazania

Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iStotny .......cceeveeeeeeceicieisisnssessnccsssisssssssssaesnnsnns 1p.

Zdajacy zapisze zaleznosci migdzy wielko$ciami x, y, d, a i ¢ oraz katem £ :

y B B

—=£, x'=c¢ +d*—2cdcos=, y* =a’+d* —2ad cos =
x c 2 2

1 na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .......ccceeeeeciiniercenscscnscniesnesseeeeseesaees 2 p.

a> a2+d2—2aa'cosg

Zdajacy zapisze rownanie, np.: —- = 2
& CZJrltl'l—chcos7

i na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.

Rozwigzanie pelne ..., 3p.
Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga
Jezeli zdajgcy nie rozwazy sytuacji gdy a = ¢, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty.

Strona 10z 32



Pobrano z arkusze24.pl

11T sposob rozwigzania

Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iStofny .....ccceicecceinciicinicncssssssssscnssncessesssscnssnnens 1 p.
Zdajacy zapisze
e zalezno$¢ migedzy wielkosciami x, y, a i ¢ oraz zalezno$ci miedzy wielkosciami p, h 1 a
oraz katem f3: 22 L_gnE, ﬁzsinﬂ
x ¢ d 2 a
albo
e zalezno$¢ miedzy wielko$ciami x, y, a i ¢ oraz zalezno$ci miedzy wielkosciami
p, h,xiyoraz katem f: X=£, P _ L ,
X ¢ X Xx+y
albo

e zalezno$¢ miedzy wielkoSciami p, h i a oraz katem [ oraz zalezno$¢ miedzy

wielkosciami x, y, a i ¢: £=sin£, ﬁ=sinﬁ, Z_K
d 2 a X c
i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .......ccciceicnncnssinienninisnisnssssesinnssiasee 2p.

Zdajacy zapisze wystarczajaca liczbg zaleznosci migdzy wielkosciami x, y, a, ¢, p i h oraz
katem [, pozwalajagca wyznaczy¢ d w zaleznosci od wielkosci a, ¢ i kata S, np.:

. p

y_a dsmz _asinf

X ¢ x X+ y
i na tym zakoniczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie Pele ... e s s 3p.

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze jedynie 3 razy twierdzenie cosinusow, to otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 9. (0—4)

9. Stereometria. Zdajacy okresla, jaka figura jest dany przekréj
graniastostupa lub ostrostupa plaszczyzng. (R9.2).

IV. Uzycie i tworzenie | 7. Planimetria. Zdajacy rozpoznaje figury podobne i jednoktadne;
strategii. wykorzystuje (takze w kontekstach praktycznych) ich wiasno$ci

R74).
G10. Figury plaskie. Zdajacy stosuje twierdzenie Pitagorasa (G10.7).

Przykladowe rozwiazanie

Niech K bedzie $rodkiem odcinka BC, a M i O spodkami wysokosci trojkata AKD
opuszczonymi z wierzchotkow A i D. Plaszezyzny AKD i ABC sg prostopadte, bo prosta BC

jest prostopadta do ptaszczyzny AKD.
Niech T bedzie punktem wspolnym wysokosci AM i DO. Odlegtosci punktu 7" od prostych AK

i DK sa rowne, bo ‘AK| = ‘DK| . Sa to tez odlegtosci punktu 7" od plaszczyzn ABCi BCD. Ten
sam punkt 7' otrzymamy rozpatrujac trojkat LCD, gdzie L jest srodkiem odcinka AB lub
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trojkat £BD, gdzie £ jest Srodkiem odcinka AC. Wynika stad, ze odleglo$é punktu 7 od kazde;]
$ciany czworoscianu ABCD jest taka sama. Wobec tego S =T .

Niech H oznacza wysoko§¢ czworoscianu, 4 wysokos¢ Sciany czworoscianu, a R — promien
kuli, o ktorej mowa w tresci zadania. Pozostale oznaczenia przyjmijmy takie jak na rysunku.

D
6
H
s| \BAM
= — C
--""R-- -
------- o
A 0 K 6
L
6 B

Wyznaczymy wysokos¢ H czworo$cianu.
Odcinki 4K i DK to wysokos$ci przystajacych trojkatow roéwnobocznych 4BC i BCD o boku
dhugosci 6, wice

|4K|=|DK|= %: 3V3.
Spodek O wysokosci DO czworo$cianu jest Srodkiem cigzkosci trojkata ABC, wigc
KO|= %|AK\ =43.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkagta DOK otrzymujemy

|DOJ" +|KO|" =|DK[",

() = (5]
Stad

e =(5) ().

H=26.

Wyznaczamy odleglosé d srodka S kuli od plaszczyzny 7.

Strona 12 z 32



Pobrano z arkusze24.pl

I sposob

Niech P bedzie punktem, w ktorym wysokos¢ DO przebija plaszczyzne 7. Poniewaz
plaszczyzna m jest rownolegla do plaszczyzny Sciany 4BC, wigc czworoscian odciety ta
plaszczyzng od czworoscianu ABCD jest podobny do czworoscianu ABCD, a skala tego

podobiefistwa jest rowna 3 % =%. Wynika stad, ze plaszczyzna m przecina wysokosé DK

$ciany bocznej BCD w takim punkcie M”, ze
_2
o4 1=340K.
To oznacza M =M .
D

il [

s R

&y =

Trojkaty DOK, DPM, MPS sa podobne, poniewaz para trojkatow prostokatnych DOK, DPM
ma jeden kat ostry wspolny oraz para trojkatow prostokatnych DPM, MPS ma jeden kat ostry
wspolny. Zatem

Stad
\DP| _|DO| _|MP| , %H H _|MP|
wp| "ok 1Sl N wpl T BT 4
|MP| |OK| | |MP| 3
Stad
2
2 26 5‘/5
IMPl—E\/g oraz W—T
Zatem d = —
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II sposob
Obliczymy najpierw promien R kuli.
D
H
/4 P M
d
S R
R
£
Trojkaty DOK i DMS sg podobne, poniewaz sa prostokatne i maja jeden kat ostry wspolny.
|sm|  |KO|
Zatem —— =.—— . Stad
[Ds| - |DK|
1
R__3"_1
H-R h 3’
3R=H—-R,
4R=H
1
R= ZH :
Poniewaz H = 2«/6 , wigc
Rr=2V6_~6
4 2

Plaszczyzna 7 odcina czworoscian podobny do czworoscianu ABCD w skali %, wigc
|DP|=§H,skqd |0P|=%H=%-2\/_=§\/g.

Odleglosé¢ punktu S od plaszczyzny 7 jest wigc rowna

1 236 6 6

d=—H-R=———=—.
3 3 2 6
Uwaga
Mozemy najpierw wyznaczy¢ wielkosci R 1 ‘OP| w zaleznosci od H, potem wyznaczy¢
szukang odleglos¢ d w zaleznosci od H, a nastgpnie obliczy¢ Hi w rezultacie d-
R=+H, |oP|=1H,
wiec

H:LHzL 2%:@

—1lg_ .
d_SH 12 12 6

1
4
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Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

Pelnego roZwigzania ... sr s sn e s 1 p.
Zdajacy:
e obliczy wysoko$¢ czworoscianu ABCD: H = 2\/5
albo
e obliczy skalg s podobienstwa czworoscianu odcigtego plaszczyzng 7 od czworoscianu
ABCD do czworoscianu ABCD: s = % i
albo
e zapisze zaleznos¢ migdzy promieniem R kuli, wysokoscia H czworoscianu ABCD
i wysokoscia 4 Sciany czworoscianu, np.: - %h
wy:! q y > p.. TR h
albo
e zapisze zalezno$¢ miedzy R, objetoscia V czworoscianu ABCD polem P. powierzchni
3V
calkowitej czworoscianu ABCD, np.: R =—,
albo
e poprawnie interpretuje wielkos¢ d, np. piszac d = H —|PD‘ —R lub zaznaczajac d na
rysunku
1 na tym poprzestanie lub dalej popeinia bledy.
Rozwigzanie, w ktorym postep jest iStotny .....cccccceeeeicinisienssssessnicinssissssssssnsssnsssnssnnes 2 p.

Zdajacy:
e obliczy wysoko§¢ H czworo$cianu ABCD oraz skalg s podobiefistwa czworo$cianu
odcietego plaszczyzna m od czworoscianu ABCD do czworo$cianu ABCD: H = 246 s

§=—

3
albo

e obliczy wysoko$¢ H czworoscianu ABCD oraz obliczy promien R kuli: H = 246,

N3

R=—,
2

albo
e obliczy skale s podobienstwa czworoscianu odcigtego plaszczyzng 7 od czworoscianu
6
ABCD do czworo$cianu ABCD oraz promien Rkuli : s = % ,R= % ,

albo
e obliczy skale s podobienstwa czworo$cianu odcigtego plaszezyzng 7 od czworosécianu
ABCD do czworoscianu ABCD oraz wyznaczy promien R kuli w zaleznosci od H :
2 p_1
§= E N K= Z H
i na tym poprzestanie lub dalej popetnia bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ..., 3p.

Zdajacy:
e obliczy wysokos¢ H czworoscianu ABCD, wysokos¢ czworoscianu odcigtego
plaszczyzng 7 od czworoscianu ABCD do czworo$cianu ABCD oraz promien R kuli:

H=2J€,|DP|=§J€,R=§,

albo
e wyznaczy szukang odleglos¢ d w zaleznosci od wysokosci H czworoscianu ABCD,

e | 1
np.: d —§H— ) H
i na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.
ROZWIgzanie Pene ...t 4 p.

Zdajacy obliczy odleglosé punktu S od plaszczyzny x: d = % .

Zadanie 10. (0—4)

6. Trygonometria. Zdajacy rozwigzuje rownania i nierownosci
trygonometryczne oraz postuguje si¢ wykresami funkcji
trygonometrycznych (R6.6, R6.4).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzania

Roéwnanie mozna przeksztalci¢c rownowaznie do postaci:

2cos? x+3cosx+1=0.
Podstawiamy ¢ =cos x, przy czym € (—1, 1) .
Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

267 +3t+1=0.
A=9-8=1, JA=1,
=
4

-3+1 1
t, = ===,
4 2

Wyznaczamy warto$ci x w przedziale (0, 27:) :

cosx=—1 lub cosxz—l,

x=m lub x:z—n,lub x:ﬂ.
3 3
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Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
PelNego rozZwigzania ... s 1p.
Zdajacy zapisze podane rownanie w postaci, w ktorej wystepuje tylko jedna funkcja
trygonometryczna tego samego argumentu, np. 2cos’ x—1+3cosx =-2 i na tym zakonczy
lub dalej popelnia btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym postep jest iStOtNY ......ceccceeeeiciniiinssssessnccinisinnsssssssnsssssssnssnnes 2 p.
Zdajacy zapisze, ze roOwnanie 2cos” x+3cosx+1=0 ma dwa rozwigzania

cosx=—1 lub c:osxz—l

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ........icvniccnsmiiiiniisssssnesninesee s 3p.
Zdajacy

e rozwiaze jedno z rownan cosx=—1 lub cosx= —% w przedziale (0, 2:rt>
albo
e wyznaczy wszystkie rozwigzania rownan cosx=-11 cosx= —% w zbiorze R
i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Rozwigzanie Pelne ... s s s 4 p.

Zdajacy wyznaczy wszystkie rozwigzania rOwnania w podanym przedziale:
4n

x=m lub x:zs—n,lub X

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popemil blad przy rozwigzywaniu roéwnania kwadratowego i otrzymat
rownanie sprzeczne lub rownanie, ktorego wszystkie rozwigzania sa spoza przedziatu (—1,1) ;
to moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy popehit blad przy rozwigzywaniu réwnania kwadratowego i otrzymal
rownanie, ktore ma tylko jedno rozwiazanie z przedziatu (—1, 1), to moze ofrzymac co
najwyzej 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy popehil blad przy rozwigzywaniu roéwnania kwadratowego i otrzymat
rownanie, ktore ma dwa rozwigzania z przedziatu <—1,1) , przy czym co najmniej jedno z nich
jest z przedziatu (—1,1), to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

2n 4n
3°3
otrzymuje 0 punktéw. Jezeli poda te 3 liczby jako rozwigzanie, z uzasadnieniem, np.
sprawdzeniem spelniania przez te liczby réwnosci lub odpowiednig ilustracja, to otrzymuje
1 punkt.

4. Jezeli zdajacy poda liczby T, jako rozwigzanie, ale bez stosownego uzasadnienia, to
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Zadanie 11. (0—4)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
i kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbg
permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtdrzeniami do
zliczania obiektow w bardziej zloZzonych sytuacjach
kombinatorycznych (R10.1).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzanie

Jest to model klasyczny. Za kazdym razem mamy 8 mozliwosci wyciggniecia jednej piteczki.
Zbior wszystkich zdarzen elementarnych € jest zbiorem wszystkich ciggdéw trojwyrazowych
o wyrazach ze zbioru liczb catkowitych od 1 do 8. Zatem IQl =8-8-8=512.

Niech 4 oznacza zdarzenie zapisania takich trzech liczb, ze ich iloczyn dzieli si¢ przez 4.
Wtedy mozliwe sg 3 przypadki.

I. Wszystkie zapisane liczby sg parzyste.

II. Dwie z zapisanych liczb sg parzyste, a jedna z zapisanych jest nieparzysta.

III. Dwie z zapisanych liczb sg nieparzyste, a jedna z zapisanych jest podzielna przez 4.
Obliczamy liczbe zdarzef elementarnych w kazdym z tych przypadkow.

[. 4-4-4=064,

1. 4-4.4.3=192.

I, 4-4-2-3=96,

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia, polegajacego na tym, ze iloczyn trzech

zapisanych liczb jest podzielny przez 4: P(A4)= o +;?i+ 20 = 2?2 = % .

Uwaga

Prawdopodobienstwo zdarzenia A4 mozemy tez wyznaczy¢ po uprzednim obliczeniu
prawdopodobienstwa zdarzenia przeciwnego A’. Jezeli iloczyn trzech zapisanych liczb nie
dzieli si¢ przez 4, to oznacza, ze zachodzi jeden z ponizszych przypadkow.

I. Wszystkie zapisane liczby sg nieparzyste.

II. Dwie z zapisanych liczb sg nieparzyste, a jedna z zapisanych jest rowna 2 lub 6.
Obliczamy liczbe zdarzen elementarnych w kazdym z tych przypadkow.

[. 4-4-4=64.

II. 4-4.2.3=96,

Obliczamy prawdopodobiefistwo zdarzenia, polegajacego na tym, ze iloczyn trzech

zapisanych liczb nie jest podzielny przez 4: P(4')= 6{;296 = ;6T2 = % :

Zatem P(A):l—i=£.
16 16
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Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

Pelnego rozZwigzania ... e ea s sa s 1 p.
Zdajacy

e obliczy |Q‘ =8-8-8
albo

e wypisze wszystkie mozliwe, ale roztaczne, przypadki, w ktorych wystapi zdarzenie A
lub zdarzenie A’,

albo
e wypisze wszystkie mozliwe przypadki, w ktérych wystgpi zdarzenie 4 (lub 4") i poda
taka metode zliczania zdarzen elementarnych sprzyjajacych 4 (lub 4"), ktéra wyklucza
powtorzenie tego samego zdarzenia elementarnego,

albo
e obliczy |A| (lub |A'| ), stosujac poprawng metodg, ale z blgdem rachunkowym,

albo
e narysuje drzewo z wyr6znionymi wszystkimi gateziami odpowiadajacymi zdarzeniu 4
(albo 4"),

albo
e narysuje niepelne drzewo (moze wystapi¢ brak istotnych galezi odpowiadajacych
zdarzeniu 4 lub A"), ale na wszystkich odcinkach co najmniej jednej gatezi zapisze

prawdopodobienstwa, np. 54 4> Przy czym najwyzej na jednym z trzech odcinkow

prawdopodobienstwo moze by¢ rowne 1
i na tym zakoniczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwigzanie, w kiorym postep jest iStotny .....ccccicenseicinininnssnnssninisnninssssnssnssssnssnnssnes 2 p.
Zdajacy
e obliczy |Q| =8-8-8 i wypisze wszystkie mozliwe, ale roztaczne, przypadki, w ktorych

wystapi zdarzenie 4 lub zdarzenie 4’
albo

e obliczy |Q.|=8-8-8 i wypisze wszystkie mozliwe przypadki, w ktorych wystapi
zdarzenie 4 (lub A4") i poda taka metode zliczania zdarzef elementarnych sprzyjajacych

A (lub A"), ktéra wyklucza powtérzenie tego samego zdarzenia elementarnego,

albo
e obliczy ‘Q|=8-8-8 i obliczy liczbe zdarzen elementarnych w dwoch sposrod
przypadkéw: a) zapisano 3 liczby parzyste, b) zapisano 2 liczby parzyste i jedna
nieparzysta, c) zapisano dwie liczby nieparzyste i jedng podzielng przez 4,

albo
e obliczy |4|=352 lub [4]=160,

albo
e narysuje drzewo z wyr6éznionymi wszystkimi gateziami odpowiadajacymi zdarzeniu 4
(albo A’) i na wszystkich odcinkach co najmniej jednej galezi zapisze
prawdopodobienstwa, np. 57 4> PIZy czym najwyzej na jednym z trzech odcinkow
prawdopodobienstwo moze by¢ rowne 1,
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albo
e narysuje drzewo z wyrdoznionymi wszystkimi galeziami odpowiadajgcymi dwom
sposrod przypadkow: a) zapisano 3 liczby parzyste, b) zapisano 2 liczby parzyste i jedng
nieparzysta, c) zapisano dwie liczby nieparzyste i jedng podzielng przez 4 i oblicza
prawdopodobienstwo zgodnie z ,,metoda drzewkowg”

i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania ........eceeecicenieinieicensenssseniennsisnessssassnns 3p.
Zdajacy

e obliczy |Q|=8-8-8 i |4|=352 (lub [4]=160)
albo

e narysuje poprawne drzewo oraz zapisze prawdopodobienstwo zdarzenia 4 (albo 4")
zgodnie z ,,metodg drzewkowa”
i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Rozwigzanie Pelne .....ciercninininiiieiniininnieiisnseisicsisnissensiesissmssmsssnn. 4 p.
Zdajacy obliczy prawdopodobiefistwo: P(4)=——=—.

Zadanie 12. (0-5)

III. Modelowanie

matematy czne. 3. Rownania i nierownosci. Zdajacy stosuje wzory Viete’a (R3.1).

Przykladowe rozwigzania

[ sposob
Zapisujemy uklad warunkow

A>0
(4x,—4x,)" ~1<0
Rozwigzujemy nierdbwno$¢ A >0, czyli 36m>—16 (Zm2 -3m —9) > 0. Po uporzadkowaniu

otrzymujemy nieréwnos¢ 4(m+ 6)2 >0, ktorej rozwigzaniem sg wszystkie liczby
rzeczywiste oprocz m=—6.
Druga nierownos¢ przeksztalcamy rownowaznie i otrzymujemy kolejno:
16(x, —ch)2 -1<0,
16(}512 —2xx, +x22)—1 <0,

16[(}51 +x,)° —4x1x2:|—1< 0.

36m* 2m*—3m—-9
. —1<0.
16 4

Stosujemy wzory Viete'a i otrzymujemy: 16[ -4
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Przeksztatlcamy nierownos¢ rownowaznie otrzymujemy kolejno:
36m>—32m*+48m+143<0,
4m’ +48m+143<0.
Rozwigzujemy t¢ nierownosc,
A=2304-2288=4"
_—48-4_ 13 _48+4 11

m, =——, m, = s

8 2 8 ]
( 13 11]
el —,—|.
)

Wyznaczamy cze$¢ wspolng obu warunkow: me [—%,—6] u[—6,—%j .

1T sposob
Rozwiazujemy nierownosé A>0, czyli 36m”> —16(2m”—3m—9)>0. Po uporzadkowaniu

otrzymujemy nieréwno$¢ 4 (m+ 6)2 >0, ktorej rozwigzaniem sg wszystkie liczby
rzeczywiste oprocz m =—6.
Obliczamy pierwiastki rownania, z zachowaniem warunku x, < x,:

6m—2|m+6| 3m—|m+6| 6m+2|m+6| 3m+|m+6|

xl = — , xZ = = .
8 4 8 4

Obliczamy wartos¢ wyrazenia 4x, —4x, w zaleznosci od m:

—2|m+6|
4. ——1=2|m+¢|.

4x, —4x, =
Zapisujemy nieréwno$¢ z ftreSci zadania z wykorzystaniem wyznaczonych rozwigzan
rownania i przeksztalcamy jg rownowaznie, otrzymujac kolejno:

(—2|m +6]-1)(-2|m+6|+1) <0,

—[1—4(m+6)1<0,

4m* +48m+143 <0,
Dalsza czg$¢ rozwigzania przebiega podobnie jak w I sposobie rozwigzania,

Schemat punktowania

Rozwiazanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy z nich polega na rozwigzaniu nieréwnosci A>0.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Jezeli zdajacy rozwiaze nierowno$é A >0 i nie odrzuci przypadku A =0, to za ten etap
otrzymuje 0 punktow.

Drugi etap polega na znalezieniu wartosci m, dla ktérych speliona jest nieréwnosc:
(4x,—4x, —1)(4x, —4x,+1)<0.
Za t¢ czg$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 3 punkty.
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Ponizej podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:
Zdajacy otrzymuje 1 punkt gdy:

e zapisze nierdwno$¢ (4x, —4x,—1)(4x, —4x,+1)<0 w postaci réwnowazne;
zawierajgcej jedynie sume¢ 1 iloczyn pierwiastkow trojmianu kwadratowego
4x% = 6mx-+(2m+3)(m=3), np.; 16| (x, +x,)" —4xx, |-1<0
lub

e obliczy pierwiastki tréjmianu:

6m—2|m+6| 3m—|m+6| 6m+2|m+6| 3m+|m+6|
X, = - o X. = = g
1 8 4 : 8 4
Zdajacy otrzymuje 2 punkty gdy:
e zapisze nierobwno$¢ (4x, —4x,—1)(4x, —4x,+1) <0 w postaci nierdbwnosci réwnowaznej

2 2
Som . 2m —3m 9]—1<0 lub 4m> +48m+143 <0

16 4
lub (—2|m+6|-1)(-2|m+6|+1) <0.

z jedna niewiadoma np.: 16[

Zdajacy otrzymuje 3 punkty gdy:
13 11
® poprawnie rozwigze nierownosc: me [_?,_Ej .

Trzeci etap polega na wyznaczeniu czg$ci wspolnej zbiorow rozwigzan nieréwnosci z etapow
13 11

i II oraz podaniu odpowiedzi: me [—?,—6}_)[—6,—7] .

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi

1. W przypadku otrzymania na jednym z etapow (I lub II) zbioru pustego lub zbioru R jako
zbioru rozwigzan nierdwnosci przyznajemy 0 punktow za I1I etap.

2. W przypadku otrzymania w II etapie zbioru rozwigzan, bedacego podzbiorem zbioru
rozwigzan z I etapu przyznajemy 0 punktow za III etap.

3. W przypadku rozwiazania z blgdami, nieprzekreslajacymi poprawnosci rozumowania, za
ostatni etap przyznajemy 1 punkt jedynie wowczas, gdy zdajacy poprawnie wykona etap I
i popelnia btedy w rozwigzaniu nieréwnosci z etapu II lub gdy popelnia bledy w etapie I
i dobrze rozwigze etap II (uwaga 3. ma zastosowanie, gdy nie zachodza przypadki 1.1 2.).

4. Jezeli zdajacy w wyniku bledow otrzyma w II etapie nierownos¢ z niewiadoma m stopnia
drugiego z ujemnym wyréznikiem lub nieréwnosc¢ liniowa, to moze otrzymac co najwyzej
3 punkty.

5. W przypadku, gdy zdajacy przyjmuje blednie JA =2(m+6) i konsekwentnie rozwiaze
zadanie do konca moze otrzymac¢ maksymalnie 3 punkty.
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Zadanie 13. (0-5)

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy postuguje
si¢ rownaniem okregu (x — a)? + (y — b)? = #* oraz opisuje kola za
pomoca nieréwnosci, wyznacza wspotrzedne srodka odcinka,
wyznacza réwnanie prostej, ktora jest rownolegta lub prostopadia
do prostej danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany
punkt, oblicza wspoétrzedne punktu przecigcia dwoch prostych
oraz oblicza odlegto$é dwoch punktow (R8.5, 8.5, 8.3, 8.4, 8.6).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Przykladowe rozwigzania

I spos6b
Srodek S szukanego okregu jest punktem przeciecia prostej x—3y+1=0 oraz symetralnej

odcinka 4AB.

2 2
Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty 4 i B:
6-3 3
ap,=——==.
045 5
Z warunku prostopadtosci prostych wyznaczamy wspolczynnik kierunkowy symetralnej

Wyznaczmy wspotrzedne srodka D odcina AB: D= [_5 aal : ﬁ] = [_75, %] :

odcinka AB: az—g. Wyznaczamy rownanie symetralnej odcinka AB: y=—%x+b.

: 5 : 5 5
Przechodzi ona przez punkt D= [—E, %] , stad otrzymujemy %z s [_E] +b. Zatem
! . . 5 1

b= 3 Wobec tego symetralng odcinka AB jest prosta y = —Ex + IS
x-3y+1=0

Obliczamy wspoétrzedne punktu S, rozwigzujac uktad rownan 5 1 Srodkiem
y=——x+—.

3 3

okregu jest § =[O,%J.

2
Wyznaczamy promien okrggu » obliczajac np.: |AS‘ =[5+ [gj -

3
, . i . Iy . . 17
Wyznaczamy rownanie okrggu o Ssrodku w punkcie S = O,E i promieniu r=?:

xz+[ _1)2_&
Y 3 9

1T sposob
Srodkiem okregu jest punkt S, ktory lezy na prostej x—3y+1=0. Zatem S =(3y-Ly).
Poniewaz |AS"2 = |BS|2, wiec mozemy zapisaé rownanie (.HS)2 Jr(y—?;)2 =x’ +(y—6)2.
Rozwigzujemy zatem uktad rownan

10x+6y=21ix-3y=-1,
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otrzymujac wspotrzedne punktu S

)

Nastepnie obliczamy kwadrat dtugo$ci promienia |SB|2 =r’

, (17Y 289
re=l—| =—.
3 9

2
Zatem roéwnanie okregu o $rodku w punkcie S i promieniu » ma postaé x” + [ y—gj =—.

III sposob
Przyjmijmy, ze punkt S =(a,b) jest $rodkiem szukanego okregu. Poniewaz punkt ten lezy

na proste] x—3y+1=0, wiec jego wspotrzedne spelniaja rownanie tej prostej. Stad
a-3b+1=0,
Okrag przechodzi przez punkty A=(-5,3) i B=(0,6), zatem
(-5-a)’ +(3-b) =1
(—a)*+(6-b)" =r2.
Stad otrzymujemy zalezno$¢ miedzy ai b: Sa+3b—-1=0.
Z uktadu rownan
a-3b+1=0
5a+3b-1=0

obliczamy wspotrzedne srodka okregu S =[O, %] Wyznaczone wspotrzedne podstawiamy

do jednego z rownan ukladu z niewiadomg r i obliczamy kwadrat promienia okregu:

, 289
rr=—-.
9
N o 1Y 289
Zatem szukane rownanie okregu ma postaé: x~ + y—g =T.

Schematy punktowania

I sposOb rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
PelNego roZwigZania ... s as e sa s a s 1p.
Zdajacy

e wyznaczy wspotrzedne srodka odcinka AB: D = [—%, %]
albo

e wyznaczy wspotczynnik kierunkowy prostej zawierajacej odcinek AB: a =%
i na tym zakonczy lub dalej popetia bledy.

Strona 24 z 32



Pobrano z arkusze24.pl

Rozwigzanie, w kKtorym postep jest iStofNY .....ccccicenseisinininmnisnnssnnsnisisnsisnssssnssaessnnsmsns 2p.

Zdajacy zapisze rownanie symetralnej odcinka AB: y= —%x +% i na tym zakonczy lub
dalej popehia btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci .....cccciensenieisinscnscnssnsinnianssnssnssasssnsssnssssssnsssassassnsssnssanss 3.p.

Zdajacy wyznaczy wspolrzedne punktu §: S = [0, %] 1 na tym zakonczy lub dalej popelnia
bledy.

Rozwigzanie prawie pelne ...t s s 4 p.

17
Zdajacy wyznaczy promien okregu (lub kwadrat promienia okregu): rz? i na tym

zakonczy lub dalej popeknia btedy.

RoZWigzanie PeIe ...ciiiiiiiniiiniiieniniiseissiesiniasnsisnssiesisnmssssssisnssisassassasssnsen 5p.

2
Zdajacy wyznaczy rownanie okregu: x* + [y — %) = @ )

II sposob rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIRZATA ceceeeeeeeieieteinisesseaeissaesasae st s saesas s aesas s s s s s s s e s s s s e as s s e s as s n s sn e s s e s asssasas sasenesasasnsnansnen 1p.
Zdajacy

e zapisze wspotrzedne punktu S w zaleznosci od jednej zmiennej, np.: S =(3y—1, y)
albo

e zapisze rOwnosc |AS |2 = |BS |2 (lub |AS | = |BS ‘ ) lub rownowazne rownanie

(x+5) +(y-3) =x>+(y—6)
ina tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ...ccccvceecieeicieisiciensscieinscssnassssnssssnnassnnnesssanessnanenes 2p.
Zdajacy zapisze uktad réwnan

10x+6y=21ix-3y=-1
i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosei ...t 3p.
Zdajacy wyznaczy wspolrzedne punktu S:

i na tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Rozwigzanie prawie Pelne ..........ceiiveriecnnnennnininnisnnsnennisiensssssssssssntsssnsssssssnsssassssessnsssanns 4 p.

289
Wyznaczy kwadrat promienia okregu (lub promien okregu): r* = 'y

i na tym zakonczy lub dalej popetini bledy.
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Rozwigzanie Pelne ... 5p.

: S ) 1) _ 289
Zdajacy wyznaczy rownanie okregu: x~ + y—g =T.

III sposob rozwiazania

Rozwiazanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
Pelnego roZwigzZania ... s sa e e enas 1p.
Zdajacy

2 2

(-5-a) +(3-b) =r

e zapisze uklad rownan: 3 2
(—a) +(6-b) =r’

albo

e zauwazy, ze wspotrzedne srodka okregu spelniajg rownanie: a —3b+1=0
1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwigzanie, w KtOrym postep jest iStOtNY .......cceeeeecniiiisisensiicnisisssssessssesnssssnsssssessasenns 2p.
, , (-5—a)"+(3-b)" =r"
Zdajacy zapisze uklad réwnan: X R 1 zauwazy, ze wspolrzedne
(—a) +(6-b) =r

$rodka okregu speiniajg rownanie a —3b+1=0
i na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnoSei ......cccecreniinieinnnnnessnsnniennisicesssessesssssssssssssssssssasssanans 3p.

Zdajacy wyznaczy wspotrzedne punktu S: S = [O, %] 1 na tym zakonczy lub dalej popeinia
bledy.

Rozwigzanie prawie Pelne ......ciiniininiiiininiiennnieiiesieisissismmam . 4 p.

17
Wyznaczy promien okregu (lub kwadrat promienia okregu): » = i na tym zakonczy lub

dalej popehia bledy.

ROZWIgzZanie Pee ... s e 5p.
. o ) 1) _ 289

Zdajacy wyznaczy rownanie okregu: x” + y—g =T

Uwaga
Jezeli zdajacy oblicza wspolrzedne punktu P przecigcia danej prostej z osig Oy, oblicza
odleglos¢ PB, zapisuje rownanie okregu i1 na tym poprzestaje, to otrzymuje 0 punktow.
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Zadanie 14. (0-6)

5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume

n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego oraz stosuje wzor
na

n-ty wyraz i na sume »n poczatkowych wyrazow ciggu
geometrycznego. (5.3, 5.4)

3. Rownania i nierownosci. Zdajacy rozwigzuje uklady rownan,
prowadzace do rownan kwadratowych; (R3.3).

II1. Modelowanie
matematyczne.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Oznaczmy przez r réznicg ciggu arytmetycznego. Skoro suma wyrazow ciaggu arytmetycznego
jest rowna 27,to b—r+b+b+r=27,astad b=9. Wowczas ciag geometryczny

(7-r,9,2r+19) spetia warunck 81=(7-r)-(2r+19). Réwnanie to ma dwa rozwiazania
r=4i rz—E.
2

W pierwszym przypadku otrzymujemy ciag arytmetyczny (5,9,13), a w drugim przypadku

: [31 5]
ciag arytmetyczny 9,— 1.

2772
1T sposob
Liczby a, b, ¢ sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego,
zatem 7S —p . Suma liczb a, b, ¢ réwna 27, stad a+b+c=27. Ciag (a—2,b,2c+1) jest

geometryczny, zatem b° =(a—2)-(2c+1).

(a+c
2
Zapisujemy uklad trzech réwnan z trzema niewiadomymi: {a+b+c=27

b*=(a-2)-(2c+1)

b

Z pierwszego rownania wyznaczamy a+c=2b, podstawiamy do drugiego réwnania
i otrzymujemy b=9 .

Do trzeciego réwnania podstawiamy b=9 i a =2b—c i otrzymujemy réwnanie kwadratowe:
2¢* —31c+65=0. Rownanie to ma dwa rozwigzania: c :% oraz c¢=13. W pierwszym

przypadku otrzymujemy: a=5, b=9, ¢=13 a w drugim przypadku otrzymujemy: a= 3?1 .

b=9, c=z.
2
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[T sposdb

Niech ¢ oznacza iloraz ciggu geometrycznego, natomiast a —2 pierwszy wyraz tego ciggu.
- 2 2 . . , (0—2) q -1
Wtedy b=(a—-2)q i 2c+1=(a—2)q’. Z ostatniej zaleznoci otrzymujemy c¢ ==

Poniewaz suma liczb a, b, ¢ jest rowna 27, wigc mozemy zapisa¢ rowno$¢

— 2'—
(@a=2)¢-1_,.
2

a+(a-2)g+
Z wlasnosci ciggu arytmetycznego wynika rownanie
a+c
b= :
2

ktore mozemy zapisa¢ w postaci
2a+(a—2)q2—1

(a-2)g= ,
Otrzymali$my zatem uklad réwnan z niewiadomymi a i g:
2a+2(a-2)g+(a-2)q" =55
4(a-2)g=2a+(a-2)q" -1.
Ten uklad jest rownowazny uktadowi
2(a-2)+2(a-2)g+(a-2)g*=51
—2(a-2)+4(a-2)g—(a-2)g" =3
Po wylaczeniu czynnika (a —2) kazde z réwnan przyjmuje postaé
(a—2)(2+2¢9+4°)=51
(a—2)(-2+4g-¢*)=3

Zatem
3(2+2g+4°)=51(—2+49-¢"),
skad otrzymujemy rownanie kwadratowe
3¢°-11g+6=0.
To rownanie ma dwa rozwigzania

Jesli g=3,to a=5, b=91 c=13 . Jezeli natomiast q=§,to a=3?1, b=9ic=%.

Schemat punktowania

I sposdb rozwigzania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania ... 1p.

Zdajacy uzalezni wartosci dwie sposrod liczb a, b, ¢ od trzeciej z liczb i od réznicy r ciggu
arytmetycznego, np.: a=b—r i c=b+r
1 na tym zakonczy lub dalej popeinia bledy.
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Rozwigzanie, w kiorym postep jest iStotNY ....cccccrcersnininininnisnnssnininnsinssssnssnssssnssnsssanes 2 p.

Zdajacy zapisze rownania wynikajace z wlasno$ci ciggu arytmetycznego i z wlasnosci ciggu
geometrycznego, np.: a=b—r, c=b+r, b> =(a-2)-(2c+1)
i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........cccecceisensnsenienninnsesssssessesisnssisansee 3p.

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma, wynikajace z wilasnosci ciggu
geometrycznego, np.: 81=(7-r)(2r+19)
i na tym zakonczy lub dalej popetnia bledy.

Rozwigzanie prawie pelne ... s S5p.
Zdajacy obliczy liczby a, b, ¢ w jednym z mozliwych przypadkow i na tym zakonczy lub
dalej popetnia biedy.

Uwaga
Jesli zdajacy poprawnie rozwigze rownanie kwadratowe, to otrzymuje 4 punkty.

Rozwigzanie PelNe ...t 6 p.

Zdajacy obliczy liczby w dwoch przypadkach spetniajacych warunki zadania: a =5, b =9,

3 5
c=13oraz a=—, b=9, c=—.
2 2

1T spos6b rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania zadania ... . 1p.

a-+c

Zdajacy zapisze jedno z rownan: =b, b’ =(a-2)-(2c+1).

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny poStep ......ccccecemicieisiessscsessnicinisisssssssssnsssnsssnssnnes 2 p.

Zdajacy zapisze uklad trzech rownan z trzema niewiadomymi, np.: sa+b+c =27
b*=(a-2)-(2c+1)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........ccceiceicnscnienienninnsnissssssnsisnssnsannees 3p.

Zdajacy zapisze rownanie kwadratowe z jedng niewiadomg, np.: —2¢” +31c+16=81.

Rozwigzanie prawie pelne ... s 5p.

Zdajacy obliczy liczby a, b, ¢ w jednym z mozliwych przypadkéw i na tym zakonczy lub
dalej popetnia biedy.
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Uwaga
Jesli zdajacy poprawnie rozwigze rownanie kwadratowe, to otrzymuje 4 punkty.

Rozwigzanie Pelne ... s 6 p.
Zdajacy obliczy liczby w dwoch przypadkach spelniajacych warunki zadania: a =5, =9,

c=13 oraz a=3—1,b=9, c=§.
2 2

I1I sposob rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego roOZWIQZANMIA .......cccueieiiiiiiiiciec et sass s as s ae e sa s anens 1 p.
Zdajacy zapisze wszystkie wyrazy ciggu arytmetycznego w zaleznosci od jednej z liczb

i ilorazu ciggu geometrycznego, np.

-2)q* -1
a-2, b=(a—2)q, c=w

1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.

Rozwiazanie, w kKtorym postep jest iStotny ......cccevieessenccrnicinnninnssnnscniesnnsienssssnsssnsesnnesnns 2p.

Zdajacy zapisze uktad rownan z dwiema niewiadomymi, np.:
2a+(a-2)q" -1

2
a+(a—2}q+(azz¢=27 i(a-2)g=

4
1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .......cccccennensceninninncnscnssssnsianssnsssnssssssnssannes 3p.
Zdajacy zapisze rownanie kwadratowe z jedng niewiadoma, np.:
3(2+2g+4¢°)=51(-2+49-q’)
1 na tym zakonczy lub dalej popeini bledy.
Rozwigzanie prawie pelne ..., 5p.

Zdajacy obliczy liczby a, b i ¢ w jednym z mozliwych przypadkéw i na tym zakoficzy
lub dalej popelnia bledy.

Uwaga
Jesli zdajacy poprawnie rozwigze rownanie kwadratowe, to otrzymuje 4 punkty.

ROZWIgzanie PeIe ...t 6 p.
Zdajacy zapisze dwa zestawy liczb spetniajace warunki zadania: a =5, 5=91 c=13

oraz a=3—1,b=9ic=£.
2 2
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Uwagi (do wszystkich schematéw punktowania)

1. Jezeli zdajacy myli wlasnoS$ci ciggu arytmetycznego z wlasno$ciami ciggu
geometrycznego, to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

2., Jezeli zdajacy odgadnie jeden zestaw liczb a, b, c, takze ze sprawdzeniem warunkow
zadania, to otrzymuje 0 punktéw.

Zadanie 15. (0-7)

II1. Modelowanie 11. Rachunek rézniczkowy. Zdajacy stosuje pochodne do
matematyczne. rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych (R11.6).

Przykladowe rozwiazanie
Niech r oraz A oznaczajg, odpowiednio, promien podstawy walca i wysokos¢ walca. Pole P
powierzchni catkowitej tego walca jest rowne P=27r’+27rh . Stad
P-2zr’
2xr
Objetosé walca V = zr’h zapisujemy jako funkcje zmiennej 7 :

2 3
V(r)=7rr2P 2zr =Pr i , gdzie 0<r<,f%.
2rr 2
Pochodna funkcji ¥ jest okreslona wzorem

V'(r) =%(P—67rr2) dla 0<r<, }% :
Wyznaczamy miejsca zerowe i badamy znak pochodne;j
V'(r)=0 wtedy i tylko wtedy, gdy r =, /6L ,
V'(r)>0 wtedy i tylko wtedy, gdy 0<r < % P
V'(r)<0 wtedy i tylko wtedy, gdy , f% <r<, l% .
Wynika stad, ze w przedziale (0 ,f§> funkcja V¥ jest rosngca, a w przedziale <1 [%1 f%)

jest malejgca. Zatem V (, /%) jest najwiekszg wartoscig tej funkcji. Warto$¢ ta jest rowna

V(%)=P'\/g?'(\/g) _P [P

3 67r'
2
_ P _P—27.T}” _ 2P
Gdy r—,/—6ﬂ_,towtcdy k_—27rr —1,—3“.

Schemat punktowania

h=

Rozwigzanie zadania sklada si¢ z trzech etapow.
a) Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czesci:
e wyznaczenie wysokosciag walca w zaleznosci od promienia podstawy walca:
P-2zr’

h=——",
2y
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S . R pr-om’
e wyznaczenie objetosci walca jako funkcji jednej zmiennej r, ¥ (r)= rz—ﬂ:r,

e wyznaczenie dziedziny funkcji V' : D, = (0, %) .

Za poprawne wykonanie kazdej z tych czeg$ci zdajacy otrzymuje 1 punkt.

b) Drugi etap sktada si¢ z trzech cz¢sci:

¢ wyznaczenie pochodne;j funkcji wielomianowej f(r)= Lor—mr:

2
f(r) =§—37£r2,

e obliczenie miejsc zerowych pochodnej funkcji V: r = 1(% lub obliczenie miejsc

. a o [P _ [P
zerowych pochodnej funkcji /i r = ‘/67r . T ‘}67r .

e zbadanie znaku pochodnej funkcji V' i uzasadnienie, ze dla r 2\/% funkcja V' osigga
najwigksza wartos¢.
Za poprawne rozwigzanie kazdej z czgsci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
c) Trzeci etap.

Obliczenie najwickszej objgtosci walca i wysokosci walca o najwigkszej objgtosci:
P2 | P ,_ [2P
V=3ez "=z

Za poprawne wykonanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zapisze objeto$é walca z bledem rzeczowym, to moze otrzymac co najwyzej
1 punkt za cate rozwigzanie, a jezeli dodatkowo poprawnie wyznaczy dziedzine funkcji V, to
moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy obliczy pochodng funkeji flub ¥ z btedem rachunkowym i otrzyma funkcje
liniowg albo funkcje kwadratowa o ujemnym wyrozniku o wyrdzniku rownym 0, to moze
otrzymac punkty jedynie za pierwszy etap rozwigzania.

3. Jedli zdajacy rozwigzuje zadanie dla stozka, to otrzymuje 0 punktéw, nawet jesli
rozwigzanie tego innego zadania jest poprawne.

4. Za rozwigzanie z konkretna wartoscig liczbowa w miejsce P zdajacy otrzymuje
0 punktow.
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