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Uwaga: Akceptowane sg wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spelniajgce warunki zadania.

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania ogoélne Wymagania szczegélowe fg{f:;‘:;:;
I1. Wykorzystanie R4.1. Funkgje.
i interpretowanie Zdajacy na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje C
reprezentacji. wykresy funkcji y = | f(x)], y = ¢ f(x), y = f(cx).
Zadanie 2. (0-1)
I1. Wykorzystanie R11.4. Rachunek rézniczkowy.
i interpretowanie Zdajacy korzysta z wlasnosci pochodnej do wyznaczenia A
reprezentacji. przedzialéw monotoniczno$ci funkcji.
Zadanie 3. (0-1)
I1. Wykorzystanie R5.2. Ciagi.
Linterpretowanie Zdajacy oblicza granice ciggéw, korzystajac z granic ciagéw
reprezentacji. ) q? 1 & WO yRAAcL g 8 D
typu -,z orazz twierdzen o dziataniach na granicach
ciggow.
Zadanie 4. (0-1)
I1. Wykorzystanie R5.3. Ciagi.
i interpretowanie Zdajacy rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza B
reprezentacji. ich sumy.
Zadanie 5. (0-1)
I1. Wykorzystanie R8.5. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej.
i interpretowanie Zdajacy postuguje sie rownaniem okregu D
reprezentacjl. (x—a) +(x—0b) =r* oraz opisuje kola za pomoca
nieréwnosci.
Zadanie 6. (0-2)
IV. Uzycie i tworzenie | 6. Trygonometria. Zdajacy:
strategii. P4) stosuje proste zalezno$ci migdzy funkcjami
trygonometrycznymi: sin’@ + cos’ @ = 1, tgar = % 554

orazsin(90° — @) = cosa;
R5) stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katow,
sume i roznice sinusow i cosinus6w katow.

Uwaga. Ocenie podlega tylko odpowiedz zakodowana.
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Zadanie 7. (0-3) J5
W czworokacie ABCD dane sa: | AC|= 5,|<tBAD|=|<BCD|=90°, sin <ABC = 3

Oblicz dtugoé¢ przekatnej BD tego czworokata.

Wymaganie ogdlne Wymagania szczegoltowe

IV. Uzycie i tworzenie | R7. Planimetria. Zdajacy:

strategii. 1) stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag
i czworokaty opisane na okregu;

5) znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem
twierdzenia sinusow i twierdzenia cosinusow.

Przykladowe rozwigzania

Sposdb I
Wprowadzamy oznaczenia na rysunku.
D
A
> C
i3
B

Poniewaz | DAB|+|< DCB| = 180°, wiec na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag, a przekgtna BD
czworokata jest jednocze$nie srednica tego okregu (kat wpisany prosty jest oparty na srednicy).
Z twierdzenia sinuséw w tréjkacie ABC otrzymujemy:

| AC]
sin¢ |BD >
—_ =|BD|.
V5
3
Stad | BD| = 34/5.
Sposéb 11
Wprowadzamy oznaczenia na rysunku.
D
A
5 C
I
B

|<CDAC|=90° — S oraz|<LADC| = 360° —2-90° — @ = 180° — .
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Stosujemy twierdzenie sinuséw w tréjkatach ABC i ACD.

|BC| _ 5 [cp| 5
sinff ~ sina sin(90° —f4)  sin(180° —a)
|BC| = 3y/5sinf |cD|=3y/5cosp

Z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie BCD otrzymujemy:
|BD[ =|BC[ +|CDF,

|BDF =(3/5 sinB) +(3¢/5 cos B,

| BD[ = 45(sin28 + cosf3),

|BD| =45 = 34/5.

Schemat oceniania

LB Y ORI s B B et e i 1 pkt
gdy sporzadzi poprawny rysunek.
Zdajacy otrzymuje .. .....2pkt
gdy sporzadzi rysunek i:
« zauwazy, ze na czworokacie mozna opisac okrag, a przekatna BD jest $rednicg tego okregu
albo
« uzalezni dlugoéci odcinkéw BC i CD od funkgji trygonometrycznych kata f3:
| BC|= 3y/5sinf,|CD|=3+/5 cos /3,
i na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.
Zdajgcy OrZYMUJE | ... 3 PKE
gdy obliczy diugosc¢ przekatne;: |BD| = 34/5.
Zadanie 8. (0-3)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierdwnosc:
=4’ =2+ 12x+9 = 0.
Wymaganie ogélne Wymagania szczegolowe
V. Rozumowanie P2.1. Wyrazenia algebraiczne.
i argumentacja. Zdajacy uzywa wzoréw skréconego mnozenia na(a + b )’ oraz a®> — b>.
R3.7. Réwnania i nieréwnosci.
Zdajacy rozwiazuje fatwe nieréwnoéci wielomianowe.

Przykladowe rozwigzania

Sposdb I
Lewa strona nieréwnoéci jest wielomianem W(x)= x"—4x’ —2x*+ 12x +9 o wspolczynnikach

calkowitych. Szukamy pierwiastkéw tego wielomianu wsrod dzielnikéw liczby 9.
W(—-1)=14+4—2—124+9=0

Wykonujemy dzielenie wielomianu W przez dwumian x + 1i otrzymujemy P(x) = x* — 5x* + 3x + 9.
Teraz szukamy pierwiastkoéw wielomianu P(x) wsrdd dzielnikoéw liczby 9.
P(—1)=—1-5-34+9=0

Wykonujemy dzielenie wielomianu P przez dwumian x + 1iotrzymujemy Q(x) = x* — 6x + 9.
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Korzystamy ze wzoréw skréconego mnozenia i zapisujemy Q(x) = (x — 3",

A zatem W(x)=(x+ 1) (x—3).

Dla kazdej liczby x € R prawdziwe s nieréwnosci (x+ 1) > 01 (x —3)’ = 0, a wiec prawdziwa jest
tez nieréwnoéé (x + 1) (x — 3)* = 0, co nalezato udowodnié.

Sposéb I1

Przeksztalcamy lewa strone nieréwnosci, stosujac wzory skroconego mnozenia i metode grupowania
WYTrazow.
Kt =4’ =23+ 12x+9 =

=x'—2X+1—4x’+ 16x—4x+8 =
=(x?— 1)V —4x(x—2)(x+2)—4(x—2)=
=(x—1 (x+1V—a(x—2)x*+2x+1)=
=(x+1V(x*—2x+1—4x+8)=
=(x+1)(x*—6x+9)=
=(x+1)(x—3Y

Dla kazdej liczby x € R prawdziwa jest nieréwno$¢ (x + 1) (x — 3)* = 0, bo kwadrat dowolnej liczby

rzeczywistej jest nieujemny, czego nalezalo dowies¢.

Sposéb III

Rozwazmy funkcje flx) = x* —4x’ — 2x* +12x + 9.

Wielomian jest funkcja ciagly w zbiorze liczb rzeczywistych,

axlimwﬂx)leig&ﬂ(l _%_%4_%4.%): oo,

wiec wystarczy wykazac¢, Zze najmniejsza warto$¢ wielomianu fjest dodatnia.

Wyznaczamy funkcje pochodna:

f(x)=4x*—12x>— 4x + 12,

i obliczamy jej miejsca zerowe.

fi(x)=0e4x’—12x*—4x+12=0

4x*(x—3)—4(x—3)=0
Hx—1)Nx+1)x—3)=0
x=1lubx=—1lubx =3

Szkicujemy wykres znaku pochodne;j.
Fix) 4

R AEs me =t

=Y

Funkcja f jest malejgca w kazdym z przedzialéw (—oo, —1 ) oraz (1,3) i rosngca w kazdym
z przedzialéw (—1,1) oraz (3,00), wiec warto$¢ najmniejsza przyjmuje w jednym z miniméw
lokalnych, czyli dla x =—11ub x = 3.

f(-1)=14+4—-2-1249=0

fi3)=81—4-27—18+36+9=0

Warto$¢ najmniejsza funkcji fjest réwna 0, zatem f(x) = 0 dla x € R, co koniczy dowdd.
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Schemat oceniania

Z.dajacy OLFZYIMUJE . ... oot

« gdy znajdzie przynajmniej 2 pierwiastki wielomianu stopnia czwartego i zapisze ten wielomian
w postaci iloczynu wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego

albo

« gdy grupe skladnikéw: x* — 2x>+ 1 zapisze w postaci: (x — 1) (x+ 1)’ lub grupe skladnikéw:
—4x* + 12x + 8 rozlozy na czynniki, np. do postaci: —4(x —2)(x* +2x+ 1)

albo

« gdy wyznaczy funkcje pochodna: f'(x) = 4x’ — 12x* — 4x + 12 i obliczy jej miejsca zerowe:
xe{-1,1,3}

i na tym poprzestanie lub dalej popelnia biedy.

ZARQCY OXTEYIVNI ... cic.: 52 i bdendaisbtes b e Fone i S i s SR E A A i et DD

« gdy zapisze nieréwnoé¢ w postaci (x + 1) (x—3)' >0

albo

« gdy zbada znak pochodnej i ustali argumenty, dla ktérych wielomian moze osiaggna¢ wartosc¢
najmniejszg

i na tym poprzestanie lub dalej popelnia biedy.
Zdajacy otrzymuje

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 9. (0-3)

Ciag (a,) jest okreslony wzorem:

1
a,=
1 + 1 + 1
log;(n+1)  logs(n+1) log,(n+1)

dlan > 1. Uzasadnij, Ze wzor ciggu (a, ) mozna zapisaé w postaci: a, = log,,q (1 + 1) i oblicz warto$é

+ ...+ logys(n+1)

wyrazenia: a, ta, ta, +..+ dy5.

Wymaganie ogdlne Wymagania szczegolowe
I1. Wykorzystanie 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy:
i interpretowanie P6) wykorzystuje definicje logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory
reprezentacji. na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi o wykladniku
naturalnym.

R2) stosuje w obliczeniach wzoér na logarytm potegi oraz wzér na
zamiang podstawy logarytmu.

P5.1.Ciagi.

Zdajacy wyznacza wyrazy ciggu okre§lonego wzorem og6lnym.

Przykladowe rozwigzanie |
Ze wzoru na zmiane podstawy logarytmu wynika, ze Tog,b — log,a. Zatem wzoér ciggu:

1

An = 1 1 1
log,(n+1) + log;(n+1) Tt logygs(n+1)

mozna zapisa¢ w postaci:

_ 1
4~ log, 12 +10g,.13 +... + log,.,2018"
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Po zastosowaniu wzoru na sume¢ logarytméw otrzymujemy:

_ 1
" log,..(2-3-4-..-2018)

_ 1
4~ log,.,2018!”

a, = logzms! (n +1).

a?f

Teraz mozna obliczy¢ warto$¢ sumy.

a;ta,tas+.+a; = logys2 +10gy 53 +1ogysd + ... + 1085052018 =
=10g,5(2-3-4-...-2018) = log,,,;12018! =1

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep 1 pkt

Zdajacy zapisze wzor ciaggu w postaci: a, = log, .2 +10g, 13 + ... +log,.,2018

i na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania | . .. ... 2pkt
Zdajacy zapisze wzor ciggu w postaci: a, = log,s (1 + 1)

i na tym poprzestanie lub dalej popelnia bledy.

Rozwigzanie pelne . .. .. ... 3 PKE

Zdajacy obliczy warto$¢ wyrazeniaa, + a, + a; + ... +a; = L

Zadanie 10. (0-5)
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x spelniajgce réwnanie: 2sin’x —cos2x = 1. Oblicz sume
wszystkich rozwigzan tego réwnania nalezacych do przedziatu {0, 327).

Wymaganie ogdlne Wymagania szczegolowe
IV. Uzycie i tworzenie R6.6. Trygonometria.
strategii. Zdajacy rozwigzuje rownania i nieréwnosci trygonometryczne.
P5.3. Ciagi.
Zdajacy stosuje wzdr na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych
wyrazow ciagu arytmetycznego.

Przykladowe rozwigzania

Rozwigzanie zadania sklada si¢ z dwdch etapdw: pierwszy to ustalenie rozwigzan rdwnania
trygonometrycznego, a drugi — wyznaczenie sumy wszystkich rozwigzan réwnania nalezacych do
przedziatu {0, 327).

Realizacja pierwszego etapu

Sposdb I

Korzystamy ze wzoru na cosinus podwojonego kata i przeksztalcamy réwnanie.

2sin’x —cos2x =1
2sin’x—(1 —2sin’x) =1

4sin’x =2
.2 _ ;
sin’x = 7
2 2
sinx = Tlub sin x =—§

7220



Prébny egzamin maturalny z Nowg Erg Pobrano z arkusze24.pl
Matematyka - poziom rozszerzony

Szkicujemy wykres funkgcji sinus, by wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania ostatniej alternatywy.

b |

|
\

AN

-

Sif 3
ook
|
S
]
-
=)
iy
=]
=l
=
=)
[E-g s
ﬁ
)
=
=i5e
=y

A 4

. o . . o S T g
Zatem wszystkie rozwigzania réwnania mozemy zapisal w postaci: x = 1 + k-5, gdzie k jest liczba
catkowitg.

Sposéb I1
Korzystamy ze wzoru na cosinus podwojonego kata i przeksztalcamy réwnanie.

2sin‘x —cos2x =1
—cos2x = 1—2sin%x

—C082Xx = Ccos2x

2cos2x =20

cos2x =10
_ 1T

2x = > + kx

Stad x = % +k- %, gdzie k jest liczba catkowita.

Realizacja drugiego etapu

Sposréd rozwigzan réwnania nalezgcych do przedziatu {0,327) wybieramy najmniejsze — jest to

Xg = % (dla k = 0). Poniewaz kazde dwa sasiednie rozwigzania réwnania r6znia si¢ o %, wiec dla
. . . . . T

kolejnych liczb naturalnych k tworza one rosnacy ciag arytmetyczny, w ktérym pierwszy wyraza, = -,

ardznicar = % Wzér ogblny tego ciggu ma postac:

7T T 7T T
“rr:Z+(”_1)'7:7”_E-

Wyznaczamy liczbe wyrazéw tego ciggu znajdujacych sie w przedziale 0, 327)

a,< 32w

%n—%é?ﬂﬂ

Po przeksztalceniu nieréwnosci otrzymujemy warunek:
n < 64,5,
wiecn € {1,2,3,...,64}.
Zatem 64 poczatkowe wyrazy ciggu (a,) nalezg do przedziatu (0, 327). Obliczamy ich sume.

2+ 635
Ses =564 = 1024
Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania

Zdajacy przeksztalci réwnanie do postaci:

J2

o sinx:Tzlubsinx:—T
albo
e co0s2x =20
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Rozwigzanie, w ktorym jest istotny Postep . ... 3 pkt
Zdajacy poda rozwigzania réwnania, np. w postaci: x = % +k- %, gdzie k jest liczbg calkowita.
Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania ... 4 pkt

Zdajacy obliczy liczbe wyrazéw ciagu arytmetycznego nalezacych do przedziatu {0, 327): n = 64.
Rozwigzanie pelne
Zdajacy obliczy sume wszystkich rozwigzan réwnania trygonometrycznego nalezacych do przedzialu

0,327): S, = 10247

Uwagi
V2

1. Jezeli zdajacy w wyniku przeksztalcen zapisze tylko jedno z réwnan sin x = TZ albosinx =—-5-,

poda poprawne rozwigzania tego réwnania i na tym zakonczy lub dalej popelnia bledy, to otrzymuje

J2

2. Jezeli zdajacy poda poprawnie rozwigzania tylko jednego z réwnan: sinx = TZ lub sinx =——5-

1 punkt.

albo zapisze rownos¢ 2x = % + km i stad blednie wyznaczy rozwigzania rownania, to otrzymuje 2 punkty.

/2

3. Jezeli zdajacy rozwigze tylko jedno z réwnan sinx = TZ, sinx =——5— albo z kazdego
z wymienionych réwnan poda tylko jedna seri¢ wynikow i konsekwentnie - stosujac wlasnoéci ciagu
arytmetycznego — obliczy sume wszystkich rozwigzan nalezacych do przedziatu {0, 327), to otrzymuje

3 punkty.

Zadanie 11. (0-5)

Urna zawiera 5 kul ponumerowanych od 1 do 5. Losowano z niej osiem razy ze zwracaniem po jedne;
kuli i zapisywano wylosowane numery kolejno, od strony lewej do prawej. Zapisane cyfry utworzyly
liczbe o$miocyfrows. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w do$wiadczeniu otrzymamy liczbe
parzystg, w ktorej zapisie dziesietnym znajda si¢ dokladnie trzy trojki i co najmniej jedna pigtka.
Wynik podaj w postaci nieskracalnego utamka zwyklego.

Wymaganie ogdlne Wymagania szczegolowe
I1I. Modelowanie R10.1. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobieristwa
matematyczne. i kombinatoryka.

Zdajacy wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji,
wariacji i wariacji z powtdrzeniami do zliczania obiektéw w bardziej
ztozonych sytuacjach kombinatorycznych .

Przykladowe rozwigzania

Wizystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne, jest to zatem model klasyczny.
Rozwigzanie zadania sklada si¢ z trzech etapéw. W pierwszym wyznaczymy liczbe wszystkich
mozliwych wynikéw doswiadczenia losowego, czyli |Q| W drugim etapie obliczymy, na ile
sposobéw w do$wiadczeniu losowym mozna otrzymac liczbe parzysta, w ktorej zapisie dziesietnym
znajdg sie dokladnie trzy trojki i co najmniej jedna pigtka, czyli | A | W trzecim etapie wyznaczymy
prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A.

Realizacja pierwszego etapu

Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie o§miowyrazowe ciagi o wyrazach ze zbioru

{1, 2, 3, 4, 5}, czyli wariacje z powtorzeniami. Liczba wszystkich mozliwych wynikéw do$wiadczenia
losowego jest zatem rowna:

|Q|= 5%
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Realizacja drugiego etapu
Niech A oznacza zdarzenie, ze utworzymy o$miocyfrowa liczbe parzysta, w ktérej zapisie dziesietnym
wystapia dokladnie trzy tréjki i co najmniej jedna piatka.

Sposdb I
Najpierw obliczymy, ile jest wszystkich liczb oémiocyfrowych parzystych z dokladnie trzema

tréjkami, przy czym cyfry wybieramy ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5}.

Nalezy uwzgledni¢ nastepujgce warunki:

« liczba ma by¢ parzysta, zatem cyfre jednosci wybieramy spoéréd {2, 4},

« majg by¢ doktadnie trzy cyfry 3, zatem miejsca dla nich wybieramy na( ; ) sposobéw (bo ostatnie
miejsce jest juz zajete),

e pozostajg cztery wolne miejsca, na ktére mozemy wstawic po jednej cyfrze ze zbioru {1, 2, 4, 5}.

Korzystajac z reguly mnozenia, otrzymujemy:

7 4 _ 7! -
wybor cyfry wybdr miejsc wybér
Jjednosci dla trzech3  pozostalych cyfr

Nastepnie obliczymy, ile jest wszystkich liczb o$§miocyfrowych parzystych z dokladnie trzema
trojkami i bez cyfry 5.

> (3 3 =25l 81=15670
wybor cyfry wybor miejsc wybor
jednosci dla trzech3  pozostalych cyfr
(bez5i3)

Wzystkich o$§miocyfrowych liczb parzystych, w ktérych zapisie dziesietnym znajda si¢ dokladnie trzy
tréjkii co najmniej jedna pigtka, jest:
|A]=17920—5670 = 12250.

Sposob I1
Zbiér wynikdw sprzyjajacych zdarzeniu A mozna podzieli¢ na zdarzenia wykluczajace sie,
uwzgledniajac liczbe pigtek w zapisie dziesietnym liczby o§miocyfrowej:

1. z dokladnie jedng cyfra 5: 2 [ g ) 4-3°=7560

2. z dokladnie dwiema cyframi 5.  2- ( g { 32 = 3780
. g 7 4 _

3. z dokladnie trzema cyframi 5: ( 3 ( 3) 3 =840

4. z dokladnie czterema cyframi 5:  2- ( g ) 70

Razem: 7560 + 3780 + 840 + 70 = 12 250.

Zatem | A| = 12250,
Realizacja trzeciego etapu
Jest to model klasyczny, wigc:
|A| _ 12250 _ 98 _ 98
P(A)=1q[= 5 =5 = 3125
Schemat oceniania
Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.
Etap pierwszy to ustalenie liczby wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia losowego: | Q | = 5%,

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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Etap drugi to obliczenie, na ile sposobéw w do$wiadczeniu losowym mozna otrzymac¢ liczbe parzysta,

w ktorej zapisie dziesietnym znajda si¢ dokladnie trzy tréjki i co najmniej jedna piatka.

Za te czes$¢ rozwigzania zdajgcy moze otrzymac 3 punkty.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:

2 punkty zdajacy otrzymuje wtedy, gdy:

« obliczy, ile jest wszystkich liczb o$miocyfrowych parzystych z dokladnie trzema tréjkami,
o cyfrach ze zbioru {1, 2, 3, 4, 5}: 17 920

albo

« obliczy, ile jest wszystkich liczb osmiocyfrowych parzystych z dokladnie trzema tréjkami i bez
cyfry 5: 5670

albo

e poprawnie rozwazy przynajmniej jeden przypadek uwzgledniajacy liczbe piatek w zapisie
dziesietnym liczb o§miocyfrowych parzystych z dokladnie trzema tréjkami, o cyfrach ze zbioru
{1,2, 3, 4,5}: z 1 piatka — 7560, z 2 pigtkami — 3780, z 3 pigtkami — 840, z 4 pigtkami - 70.

3 punkty zdajacy otrzymuje wtedy, gdy obliczy liczbe wszystkich wynikéw sprzyjajacych zdarzeniu A:
|A|=12250.

Etap trzeci to obliczenie prawdopodobienstwa i zapisanie wyniku w postaci ulamka zwyklego

. _ 12250 _ 98
nieskracalnego: P(A) = 25— 3125

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Za ostatni etap 1 punkt moze zosta¢ przyznany réwniez wtedy, gdy zdajacy popelni blad rachunkowy
w pierwszym lub drugim etapie i konsekwentnie obliczy P(A ), pod warunkiem, ze otrzyma warto$¢
z przedziatu (0, 1).

t.acznie za poprawne rozwigzanie calego zadania (podanie odpowiedzi) zdajacy otrzymuje 5 punktow.

Zadanie 12. (0-5)

W ostrostupie ABCS podstawa ABC jest tréojkatem réwnoramiennym o ramionach AC i BC
dlugosci 4 i kacie miedzy nimi 30°. Punkt E - $rodek krawedzi AB - jest spodkiem wysokosci
tego ostrostupa, a krawedz boczna CS tworzy z podstawa kat 60°. Ostrostup przecigto plaszczyzna
przechodzacag przez krawedz AB i majaca z przeciwlegla krawedziag boczna CS wspodlny punkt D
(jak na rysunku). Oblicz pole otrzymanego przekroju, wiedzac, ze tworzy on z podstawa ostrostupa
kat 75°. Podaj dokladny wynik obliczen.

Wymaganie ogélne Wymagania szczegolowe
IV. Uzycie i tworzenie 9. Stereometria. Zdajacy:
strategii. P2) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach kat miedzy

odcinkami i plaszczyznami (migdzy krawedziami i §cianami,
przekatnymi i §cianami), oblicza miary tych katow;

P4) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy
§cianami;

R2) okresla, jaka figurg jest dany przekrdj graniastostupa lub
ostrostupa plaszczyzna;

R7.5. Planimetria.

Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach plaskich

z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i twierdzenia cosinuséw.
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Przykladowe rozwiazanie
Wprowadzamy oznaczenia na rysunku. Zauwazmy, ze w trojkacie EDC miara kata EDC jest réwna 45°.
S

Obliczamy dlugos¢ krawedzi AB, stosujac twierdzenie cosinuséw w trdjkacie ABC.
|AB[' =2-4>—2- 4% cos30°
| AB[ =16(2—/3)
|AB|=4v2—/3

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie EBC i wyznaczamy wysoko$¢ EC.

|ECf =42~ (2/2—/3)
|EC['=16—8+ 443
|EC[' = 4(2+3)

|EC|=2y2+{/3

Odcinek ED jest wysokoscig przekroju ABD. Jego diugos¢ obliczymy, stosujac twierdzenie sinuséw
w trojkacie ECD.

|ED|  |EC]
sin60° ~ sin45°

2\/2+ﬁ-@
J2

|ED|=

2
[ED|=v2+V3 V6
Pole przekroju ABD jest zatem réwne:
Psn=13 4/2—3 2+/3 /6,
Py =26 /43,

Piasp = 21/g_

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

EOZWIREAIMNR . .-ttt iin it i o e 53 e o e e e A S A S 1 pkt
Zdajacy obliczy miarg¢ kata EDC rowng 45°.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ... 2 pkt
Zdajacy obliczy dlugos¢ krawedzi| AB| = 44/2 — /3 albo wysokos¢ podstawy ostrostupa:

|EC|=2y2+V3

i na tym zakoriczy lub dalej popelnia bledy.
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Pokonanie zasadniczych trudnoscizadania . ....................................3pkt
Zdajacy

« obliczy dlugo$¢ krawedzi | AB| = 4¢/2 — /3 i wysokosé podstawy ostrostupa: | EC| = 24/2 + /3
albo

«  obliczy wysokos¢ podstawy ostrostupa: | EC| = 2¢/2 + J3 i wysokos¢ przekroju ABD:

|ED|=y2+4/3 V6
i na tym zakoriczy lub dalej popelnia bledy.
Rozwigzanie prawie pelne .
Zdajacy obliczy diugosci odcinkéw: AB (krawedz podstawy ostrostupa), EC (wysokoé¢ podstawy
ostrostupa) i ED (wysokos¢ trojkata ABD, bedacego przekrojem ostrostupa)
i na tym zakoniczy lub dalej popelnia bledy.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy obliczy pole przekroju ostrostupa: P,y = 2/6.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy rozpatruje inng bryte, np. ostrostup prawidtowy tréjkatny albo ostrostup, ktérego
$ciany boczne sg tréjkatami réwnobocznymi, to otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy blednie interpretuje kat nachylenia krawedzi bocznej do podstawy lub kat nachylenia
plaszczyzny przekroju do podstawy, ale przy korzystaniu z wlasnosci figur, w ktérych te katy nie
wystepuja, wykazuje sie innymi umiejetnos$ciami matematycznymi, to otrzymuje co najwyzej 1 punkt.
3. Jezeli zdajacy odczyta przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych z tablic i wykona
obliczenia na przyblizeniach, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty.

Zadanie 13. (0-6)

Funkcja kwadratowa f(x) = (2m —1)x*—2(m + 1)x+ m — 1 ma dwa rézne miejsca zerowe x;, x,.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych odleglo$¢ miedzy miejscami zerowymi wynosi
nie wiecej niz 4.

Wymaganie ogdlne Wymagania szczegotowe
I1I. Modelowanie R1.1. Liczby rzeczywiste.
matematyczne. Zdajacy wykorzystuje pojecie wartosci bezwzglednej i jej interpretacje
geometryczng.

R3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy:

2) rozwigzuje réwnania i nieréwnosci liniowe i kwadratowe
Z parametrem;

8) rozwigzuje proste nierdwnosci wymierne.

Przykladowe rozwigzania

Rozwigzanie zadania sklada si¢ z trzech etapow. W pierwszym wyznaczymy wszystkie warto$ci
parametru m, dla ktérych funkcja kwadratowa fma dwa miejsca zerowe. W drugim etapie wyznaczymy
te warto$ci parametru m, dla ktorych odlegtos¢ miedzy dwoma miejscami zerowymi funkcji jest réwna
co najwyzej 4. W trzecim etapie wyznaczymy wszystkie wartosci parametru m spelniajace warunki
zadania.
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Realizacja pierwszego etapu
Funkcja fjest tréjmianem kwadratowym, gdy 2m — 1 # 0, czylim # %
Funkcja f ma dwa miejsca zerowe, gdy wyrdznik tréjmianu kwadratowego jest dodatni.
4am+1Y—4(2m—1)(m—1)>0 /:4
m*+2m+1—2m*+2m+m—1>0
—m?+5m >0
—m(m—5)>0

A

J

bl

g\ﬁ

Zatem dlam € (0, 5)\{%} funkcja fjest trojmianem kwadratowym i ma dwa rézne miejsca zerowe.

Realizacja drugiego etapu

Z geometrycznej interpretacji warto$ci bezwzglednej wynika, ze odlegtos¢ miedzy dwoma miejscami
zerowymi funkgcji jest réwna wartosci bezwzglednej ich réznicy. Nalezy zatem rozwazy¢ warunek
|x1 — X, | < 4

Sposéb 1
Korzystamy ze wzoréw na pierwiastki tréjmianu kwadratowego.

—b+yA  —b—yA
2a 2a
Ja
2]

<4

<4

Obie strony nieréwno$ci s3 dodatnie, wigc podnoszac obie strony nieréwnosci do kwadratu,
otrzymujemy nieréwnos¢ rownowazna:

A <16,
a

4(—=m*+ 5m) . 1
W < 16, gdzie m # 5
m—1) 2m—1)
Wyrazenie f) jest dodatnie, wigc mnozac obie strony ostatniej nieréwnosci przez %,
otrzymujemy nieréwnos¢ rownowazna.
—m?*+5m<4(2m—1)
4(4m* —4m+1)+m*—5m =0

17m?*—21lm+420
m E(—oo,fl—7>U<1,oo)

Sposéb I1

Obie strony nieréwnosci |x, — x,| < 4 s3 dodatnie, wiec podnoszac obie strony nieréwnosci do
kwadratu, otrzymujmy nieréwnos¢ rownowazna.

(xl - xz)z g ].6
(x,+x,) —4x,x,< 16
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Stosujemy wzory Viéte’a.

2(m+1)Y o] ' )
( 2m—1 )_4'2m—1 S 16, gdziem # 5
Ao’ +om+1)  4lm—1)2m—1) 16Qm—1) _ ,_M
Gno1y @1y me1y <0

Po uproszczeniu otrzymujemy nieréwnosc.

17m*—21m+42=20
m E(—oo,%)U(l,oo)

Realizacja trzeciego etapu
Wyznaczamy iloczyn zbioréw otrzymanych w etapach pierwszym i drugim.

&

i

0@

b

1 2 3 4 5

)

b

Zatem odleglo$¢ miedzy miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f jest rowna co najwyzej 4, gdy
m € (0,75 )u(1,5).

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

Etap pierwszy to ustalenie, dla jakich warto$ci parametru m funkcja fjest trjmianem kwadratowym
i ma dwa miejscazerowe:a #0i A > Odlam € (0,5)\ {%}

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 2 punkty.

Uwaga

]eiel;g zdajacy nie rozwazy warunku a # 0lub zapisze A = 0, to za te cze$¢ otrzymuje 0 punktéw.
Etap drugi to rozwigzanie nieréwnosci |x1 — X, | < 4. Za te cze$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje
3 punkty.

Podzial punktéw za drugi etap rozwigzania:

% < 161ub (x; + x, ) — 4%, x, < 16.
2 punkty zdajacy otrzymuje za zapisanie nieréwnoséci z jedng niewiadoma m, np. w postaci
—4((_2:112_+1§f1) <16 lub (72£$i i))z— 4= <6,

3 punkty zdajacy otrzymuje za rozwiazanie nieréwnosci: m € (— 00, %} u{1, oo).

1 punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie nieréwno$ci w postaci

Etap trzeci to wyznaczenie cze$ci wspolnej rozwigzan warunkow z etapow pierwszego i drugiego:

1
m € (0,75)U(1,5).
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Uwaga
Za ostatni etap 1 punkt moze zosta¢ przyznany tylko wtedy, gdy zdajacy poprawnie wykona

przynajmniej jeden z etapéw (pierwszy lub drugi), a ponadto w obu etapach otrzyma zbiory niepuste
i rézne od zbioru liczb rzeczywistych oraz konsekwentnie wyznaczy iloczyn tych zbioréw.

Lacznie za poprawne rozwigzanie calego zadania (podanie odpowiedzi) zdajacy otrzymuje 6 punktow.
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Zadanie 14. (0-6)
Wyznacz réwnania wszystkich wspélnych stycznych do paraboli o réwnaniu y = %xz i do okregu

o réwnaniu x* + (y+ %)7 =2

Wymaganie ogdlne Wymagania szczegotowe
IV. Uzycie i tworzenie P7.2. Planimetria.
strategii. Zdajacy korzysta z wlasnosci stycznej do okregu.

R8. Geometria na plaszczyznie kartezjariskiej. Zdajacy:

4) oblicza odlegtosé¢ punktu od prostej;

5) postuguje si¢ réwnaniem okregu (x —a )’ +(y— b)’ = 1%
R11.3. Rachunek rézniczkowy.

Zdajacy korzysta z geometrycznej interpretacji pochodnej.

Przykladowe rozwigzania
Punkt P= ( P %p’) jest dowolnym punktem nalezagcym do paraboli o réwnaniu y = %xz.
Zaczynamy od wyznaczenia réwnania stycznej do tej paraboli w punkcie P w zaleznoéci od wartosci
parametru p € R. W tym celu obliczamy pochodna funkcji f(x) = %xzz
f'(x)=x.
Wspdtczynnik kierunkowy stycznej jest rowny wartosci pierwszej pochodnej funkcji w punkcie
stycznodci. Stada = f'(p) = p. Styczna do paraboli w punkcie P wyraza si¢ zatem réwnaniem postaci:
|
y =3P =plx—p),
1
y=px—3p-
Nastepnie tak dobieramy warto$¢ parametru p, aby prosta o réwnaniu y = px — % p’ byla styczna do

okregu o $rodku § = ( 0, —%) i promieniu r = /2,

Sposdb I
Prosta jest styczna do okregu wtedy, gdy odleglo$¢ srodka okregu od tej prostej jest réwna promieniowi

okregu.
Przeksztalcamy réwnanie prostej: y = px — % p* do postaci ogdlnej:

px—y—%pzztl /-2

2px—2y—p*=0
i ukladamy réwnanie, stosujac wzor na odleglos¢ punktu od proste;.
[5—p°

T2 2
|5—p?|=/8p>+8

Obie strony réwnania s3 nieujemne, wigc podnoszac je do kwadratu, otrzymujemy réwnanie
réwnowazne.

25 —10p° +p* =8p*>+8
p'—18p*+17=0

Podstawiamy p* = t, gdzie t = 0, i otrzymujemy réwnanie: t* — 18¢+ 17 = 0, ktére spelniajg dwie
liczby: t, = 1,t, = 17. Wiec:

pr=1lub p* =17,

pe{-1,1,-V17,/17}
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Parabola i okrag maja zatem cztery wspélne styczne. Sa to proste o réwnaniach:

yz—x—%,y:x—%,yz— 17x—— y= \/_71:
Sposdéb I1
Prosta jest styczna do okregu wtedy, gdy ma z nim dokladnie jeden punkt wspélny. Nalezy tak dobrac
1
=px—3p°

parametr p, by uklad réwnar: mial dokladnie jedno rozwiazanie.

2

P+(y+3) =2
Rozwigzujemy uklad réwnan metoda podstawiania.

2
W+ (px—2p +3) =2

x2+p2x2+4p +£ p’x+5p ——p —2=0

(1+p*)x*+(5p — p)x+4p —§p2+17 0

Uklad réwnan ma dokladnie jedno rozwigzanie (tzn. prosta ma dokladnie jeden punkt wspélny
z okregiem) wtedy, gdy wyréznik otrzymanego réwnania kwadratowego jest roéwny zero.

A=0
(5p—p* P —a(1+p2)(5p' —2p*+ ) =0
25p2 = 10p* +p* —(1+p*)(p* —10p*+17)=0
Po wykonaniu mnozenia i redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy réwnanie:

p* - 18p>+ 17 = 0, ktére spelniaja liczby: p € {-1,1, —/17, /17 }.

Parabola i okrag maja zatem cztery wspoélne styczne. S to proste o réownaniach:
1 1 17 17
yETX T YEXT 5 Y= VITx T 5L y =V 17T x— 5

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
EOZWIRZAMMR .o, oo it w83 A S A 8 B SSTR ER e  e e Boms e St
Zdajacy zapisze wspolrzedne punktu lezacego na paraboli w zaleznoéci od jednej zmiennej,

np. P = (_p,%pz) oraz wyznaczy pochodng funkgji f(x) = %xzz f'(x) = x i na tym zakoriczy lub dalej
popelnia bledy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep

Zdajacy wyznaczy funkcje pochodna: f'(x) = x i poda wspétczynnik kierunkowy stycznej do paraboli
w zaleznosci od pierwszej wspolrzednej punktu stycznoéci, np. a = f'( p) = p i na tym zakoriczy lub
dalej popelnia bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania
Zdajacy wyznaczy réwnanie stycznej do paraboli w zalezno$ci od pierwszej wspolrzednej punktu
stycznosci: y = px — 7p2 i na tym zakoniczy lub dalej popelnia bledy.

Rozwigzanie zadania do korca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja poprawnosci
rozwigzania (np. bledy rachunkowe)

Zdajacy zapisze rownanie z jedng niewiadoma wynikajace z warunku stycznosci prostej do okregu,
|5—p’|
np.
P VGpy+ (=27
i na tym zakoriczy lub dalej popelnia bledy.

=2 lub (5p—p*f —4(1+p?)(p' —5p* +4) =0

17z 20



Prébny egzamin maturalny z Nowg Erg

X Pobrano z arkusze24.pl
Matematyka - poziom rozszerzony

Rozwigzanie prawie petne . . . sevisiuia scasass i) DKL

Zdajacy poda rozwigzania rownania: p € { 1,1, \/_ \/_ } i poprzestame na tym lub rozwigze
zadanie do konca zbledem rachunkowym (nawet na wczesniejszych etapach rozwigzania), ale otrzyma
cztery styczne.

Rozwigzanie pelne . . .. ... O PRI

Zdajacy poda réwnania wspélnych stycznych paraboli i okregu: y =—x — %, y=x— %,

y=—V17x—4, y=y/17x-

Zadanie 15. (0-7)

Prosta o réwnaniu: y = a’x + 3a przecina hiperbole o réwnaniu: y = % w dwoch punktach, A i B.
Wyraz dlugos¢ odcinka AB w zaleznosci od wartosci parametru a < 0. Wyznacz réwnanie prostej,
ktora przecina opisang hiperbolg tak, ze dlugos¢ odcinka AB jest najmniejsza.

Wymaganie ogdlne Wymagania szczegotowe
I1I. Modelowanie R11.6. Rachunek rézniczkowy.
matematyczne. Zdajacy stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien
optymalizacyjnych.

R3.3. Réwnania i nieréwnosci.

Zdajacy rozwigzuje uklady réwnan prowadzace do réwnan
kwadratowych.

P8.6. Geometria na plaszczyZnie kartezjanskie;j.

Zdajacy oblicza odlegtos¢ dwoch punktow.

Przykladowe rozwigzanie
Wyznaczamy wspotrzedne punktéw wspolnych prostej i hiperboli. W tym celu rozwigzujemy uklad
réwnan.

y=a’x+3a
4 , gdziex#0ia<0
V=%

4

a“x+3a=?
a’*x*+3ax—4=0

A=(3a)—4-a*-(—4)=25a"

VA =5|a|=—5a, boa<0

_ 1 _ 4
xl—E xz—_g
Y1 =4a Y.—7—a

Prosta i hiperbola maja zatem dwa punkty wspdlne: A = (%, 4a:), B= (—— —a:).
Obliczamy dlugo$¢ odcinka AB.

\AB|:\/(%+%)2+(4Q+.::)2

4
|AB|:5-.‘!%, gdzie a € (—,0)

4
Rozwazmy funkcje pomocniczg okreflong wzorem f(a) = 1 j;ga D= (—,0).

Funkcja g(x) = v/x jest rosngca w przedziale (0, o) z czego wynika, ze funkcje | AB|i f maja takie
same przedzialy monotonicznosci, a ekstrema lokalne (tego samego rodzaju) przyjmuja dla tych
samych argumentéw.
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Wyznaczamy pochodng funkgiji f.
a’—2a(l1+a")

f(a)= & P

[ 2 5_2
f(a):%! Df':Df:(_CO:O)

Obliczamy miejsca zerowe pochodne;j.
fa)=0e2a’—2a=0

2ala—1)a+1)a*+1)=0
a, =0, a,=1 a;=-1
a,a, & Dy

Badamy znak pochodnej w dziedzinie. Poniewaz mianownik pochodnej jest dodatni, wystarczy

zbadaé znak licznika.

/++++++++\l __
1 0

f'(a)<0dlaag €(—oco, —1)oraz f'(a) > 0dlaa €(—1,0).

Zatem funkgja f jest malejaca w przedziale (—oc, —1) i rosngca w przedziale (—1, 0). Wynika stad,
ze dla a =—1 funkcja f osigga warto$¢ najmniejszg, wiec i dlugoé¢ odcinka AB jest najmniejsza, gdy
a=—1

Szukana prosta jest wigc okreslona réwnaniem: y = x — 3.

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sklada sie z trzech etapow.

Etap pierwszy to:

y=a’x+3a
a) zapisanie ukladu réwnan: 4 oraz wyprowadzenie z niego réwnania z jedna
T x
o . ) 4
niewiadomg i parametrem a, np. a’x + 3a = L

b) wyznaczenie wspolrzednych punktéw wspdlnych prostej i hiperboli w zaleznosci od wartosci
parametrua < 0,np. A = (%, 4.:1), B = (—%, — a);

¢) zapisanie dtugosci odcinka AB jako funkcji zmiennej a:| AB| =5 -/ L :204 , gdziea € (—o0,0).

Zdajacy otrzymuje po 1 punkt za realizacje¢ kazdej z czesci tego etapu.

Etap drugi to:

a) wyznaczenie pochodnej funkcji wymiernej f(a) = %gaq: f'(a)= 2asa——42a;
b) obliczenie miejsc zerowych pochodnej: a, = 0,a, = L a; =—1;

¢) uzasadnienie, Ze funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza dlaa =—1.

Za poprawne rozwiazanie kazdej z czeéci tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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Uwaga
W uzasadnieniu przyjmowania wartosci najmniejszej nie wystarcza stwierdzenie, ze skoro pochodna
zmienia znak ,z — na +’, to dla @ =—1 funkcja f osigga minimum. Uzasadnienie uznajemy za

poprawne, jezeli ze znaku pochodnej zdajacy okresli przebieg funkcji w dziedzinie (np. poda przedzialy
monotonicznoéci, zbuduje tabele przebiegu zmiennosci lub naszkicuje wykres) i stad wywnioskuje
fakt, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejsza dlaa =—1.

: o : o S . 4 .
Etap trzeci to wyznaczenie réwnania prostej, ktéra przecina hiperbole o réwnaniu y =~ tak, ze
dlugos¢ odcinka AB jest najmniejsza: y = x — 3.

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi

1.Jezeli zdajacy zapisze dlugosc¢ odcinka AB w zaleznos$ci od zmiennej a, popelniajac btad rachunkowy,
ktéry nie utatwia znaczaco dalszych obliczen, to moze otrzymac co najwyzej 6 punktow.
2.Jezelizdajacyzapisze dlugos¢ odcinka A Bw zalezno$ci od zmiennej a, popelniajac btad merytoryczny,
i otrzyma zupelnie inng funkcje (np. wielomian), to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty (za etap I).
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