Pobrano z arkusze24.pl

CENTRALNA
KOMISJA
EGZAMINACYJNA

EGZAMIN MATURALNY

W ROKU SZKOLNYM 2018/2019

MATEMATYKA

POZIOM ROZSZERZONY
FORMULA OD 2015

(_,NOWA MATURA”)

ZASADY OCENIANIA ROZWIAZAN ZADAN

ARKUSZ MMA-R1

CZERWIEC 2019



Pobrano z arkusze24.pl

Klucz punktowania zadan zamknietych

Numer zadania 1 2 3 4

Odpowiedz c|lc|A|D

Klucz punktowania zadan kodowanych

Zad 5.

Zadanie 5. (0-2)

W urnie znajduje si¢ 16 kul, ktore mogg si¢ r6zni¢ wylacznie kolorem. Wsrod nich jest 10 kul
biatych i 6 kul czarnych. Z tej urny losujemy dwukrotnie jedng kule bez zwracania. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul biatych.

Whpisz w ponizsze kratki — od lewej do prawej — trzy kolejne cyfry po przecinku skonczonego
rozwinigcia dziesigtnego otrzymanego wyniku.

Rozwigzanie

Obliczamy prawdopodobienstwo wylosowania dwukrotnie kuli biatej
1009 90 3

p=——=—-===0,375.
16-15 240 8

Kodujemy cyfry: 3, 7, 5.

Schemat oceniania rozwigzania zadania z kodowang odpowiedzig

Zdajacy otrzymuje .....ccecerueeiercisnrsinnssacesnneinns w2 Pe
gdy zakoduje cyfry: 3, 7, 5.
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Zadanie 6. (0-3)
Oblicz, ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze iloczyn wszystkich ich cyfr
w zapisie dziesigtnym jest rowny 28.

Rozwigzanie

Zauwazamy, ze naturalna liczba siedmiocyfrowa, w ktoérej iloczyn wszystkich cyfr jest rowny

28 moze by¢ zbudowana z dwoch zestawow cyfr:

e pigc¢ jedynek, jedna czworka i jedna siodemka;
lub
e cztery jedynki, dwie dwojki i jedna siodemka.

Obliczamy ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych zbudowanych z cyfr: pig¢ jedynek,
jedna czworka i jedna siodemka. Cyfre 7 mozemy zapisaé na jednym z siedmiu miejsc, cyfre 4
na jednym z szeSciu miejsc, apozostale pie¢ miejsc wypelia jedynki. Stosujac regute
mnozenia otrzymujemy:

7-6-1=42

Obliczamy ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych zbudowanych z cyfr: cztery jedynki
dwie dwojkii jedna siodemka. Wybieramy najpierw miejsce dla cyfry 7, nastgpnie dwa miejsca
dla dwoch cyfr 2, a pozostate miejsca wypetnig jedynki. Stosujgc kolejny raz regute mnozenia
otrzymujemy:

6
7-[ J-1=7-15-1=105
2

Teraz stosujemy regute dodawania

42 +105=147

Odpowiedz: Wszystkich siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze iloczyn wszystkich
ich cyfr w zapisie dziesi¢tnym jest rowny 28, jest 147.



Pobrano z arkusze24.pl

Schemat oceniania

Zdajacy OtrZYIMUJE ..ecceeveereiieriruissansnsieniniisnesssssasssnsasesasssasssssssssasssasesasssasssssssssasssssssasssassas 1p.

gdy zapisze jeden z dwoch przypadkow:
e naturalna liczba siedmiocyfrowa, w ktorej iloczyn wszystkich cyfr jest rowny 28, moze
by¢ zbudowana z zestawu cyft: pie¢ jedynek, jedna czworka i jedna siodemka
albo
e naturalna liczba siedmiocyfrowa, w ktorej iloczyn wszystkich cyfr jest rowny 28, moze
by¢ zbudowana z zestawu cyfr: cztery jedynki, dwie dwojki i jedna si6demka.

Zdajacy OtrZYIUE ..ccccecerersicnniisnsinnssansisnisisnsissssssnsesnssssnssssssssnsssnssssnssasssssnsssnssssnssanassanssnassns 2p.

gdy zapisze oba przypadki, Ze naturalna liczba siedmiocyfrowa, w ktorej iloczyn wszystkich
cyfr jest rowny 28, moze by¢ zbudowana z dwoch zestawow cyfr: pig¢ jedynek, jedna czworka
i jedna siddemka lub cztery jedynki, dwie dwajki i jedna siodemka
oraz
gdy obliczy dla jednego z dwoch przypadkow, ile jest liczb siedmiocyfrowych zbudowanych
z cyfr:

e piec jedynek, jedna czworka i jedna siodemka: 42
albo

e cztery jedynki, dwie dwojki i jedna siodemka: 105.
Z/dajacy OtrZYIUJE ..ccccecerereisnriiensinissaneiniisansissssssnsesnssssnssanssssnsssassssnssanssssasssnssssssssnsssnnsssassns 3p.

gdy obliczy, Ze jest 147 siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, Ze iloczyn wszystkich ich

cyfr w zapisie dziesigtnym, jest rowny 28.



Pobrano z arkusze24.pl

Zadanie 7. (0-2)
25x2 -9
x2+2

wartos¢ f”(10) pochodnej tej funkeji dla argumentu 10.

Dana jest funkcja fokreslona wzorem f'(x)=

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Oblicz

Rozwigzanie
Obliczamy pochodng funkcji f. Pochodna ta jest okreslona wzorem:

f(x)= sz, zatem f7(10)= Lo =£ =0,113417.
(x2+2) 10404 2601
Schemat oceniania
Zdajacy otrZymuje ...ccurcnsceninnininsansassanssnnns w1 p.
. , 118x
gdy wyznaczyt pochodng funkeji /2 f'(x)=———
(Js2 +2)
Zdajacy otrzymuje .......eeeveeeceeercenssenesnncennesanns w2 P.

gdy obliczyt wartos¢ wyznaczonej pochodnej dla argumentu x=10:

, 1180 295
10)=—— =
£(10) 10404 2601

=0,113417,

Uwaga

Jezeli zdajacy btednie obliczy pochodna funkcji, to otrzymuje za cate rozwigzanie 0 punktow,
z wyjatkiem przypadku popehienia identyfikowalnego bledu rachunkowego, kiedy moze
otrzymac¢ 1 punkt.



Zadanie 8. (0-3)
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Dwusieczne katow BAD i BCD czworokata wypuktego ABCD przecinajg si¢ w punkcie E, przy

czym punkty B i E lezg po przeciwnych stronach prostej AC (zobacz rysunek).

D

o

B

Wykaz, ze [€ABC|—|«<ADC|+2-|<4EC|=360°.
Rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia:

0 =|«BAE|=|«<DAE|, f=|%4BC

, ¥=|%BCE|=|«DCE

£ jest katem wypuktym, tzn. katem wewng¢trznym czworokata ABCE.

Poniewaz suma katow czworokata jest rtowna 360°, wigc:

z czworokata ABCE mamy réwnos¢ & + B+y+e=360°,
z czworokata AECD mamy rownos¢ a’+(360°— £)+y+d=360°.

Po odjeciu tych réwnosci stronami otrzymujemy:
f+e-360°+e-6=0,

czyli
B—38+2e=360°.

To konczy dowad.

, 0=[x4DC|, e =|«4EC

, gdzie

Ten sam dowod mozna zapisa¢ wprost, bez przyjmowania dodatkowych oznaczen.

Z czworokata ABCE dostajemy rowno$é
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|[«BAE|+|«ABC|+|<«BCE|+|<4EC| =360°.
Z czworokata AECD dostajemy réwnos¢
|« EAD|+(360° - |« AEC|) +|«ECD| +|«ADC| = 360° .
Po odjeciu tych réwnosci stronami i uwzglednieniu réwnoéci [«BAE|=|<EAD| oraz
|[«BCE| =|«ECD|, otrzymujemy réwnosé
|« ABC|+|«<AEC|-360°+|«AEC|—|«ADC| = 0°,

czyli
|[<«cABC| |« ADC|+2 |« 4EC| =360° .

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POSEP ..cccceveernirierninnssnescnicinnsienssnnsssnissnnssnnsssnnssnanens 1p.
e Zdajacy zapisze jedna z rownosci wynikajace z sumy katow czworokata, tzn.
a+ f+y+e=360° lub @+(360°— &)+ y+35=360°

lub
¢ zdajacy zapisze jedng z rownosci: ‘{BAE‘ + |{ABC| +|<3:BCE| +|<3:AEC| =360° lub

|«<EAD|+(360°—

LAEC|)+|<ECD|+|«ADC|=360° .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania......cc.ccecereniercieccensesseniennienssncsnssnssessnssnenaes 2 p.

e Zdajacy zapisze obie rowno$ci wynikajace z sumy katow czworokata, tzn.
o+ f+y+e=360° oraz a’+(360°—£)+ y+06=360°

lub
o zdajacy zapisze rownosci: |[XBAE|+|<ABC|+|«BCE|+|«4EC|=360° oraz

|«<EAD|+(360°—|%AEC|)+|«ECD|+|%ADC|=360° .

RoZWigzanie PelNe ...cuiciiniiiiinniiiniininiinininienenenissisisssseinsiesisismssssssissnsisnsssnsssasens 3p

Zdajacy odejmie te rownosci stronami z uwzglednieniem réwnoSci ‘{BAE ‘ = ‘{EADl oraz

|«BCE|=|<ECD| .
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Zadanie 9. (0-3)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie n° —3n* —n+19 jest podzielne
przez 16,

Rozwigzanie (I sposéb)
Przeksztatcamy wyrazenie rownowaznie w nastgpujacy sposob

n —3n*—n+19,

n —3n' —n+3+16,
n*-(n-3)-(n-3)+16,
(n* =1)-(n—3)+16,

(n> =1)- (2 +1) (n—3)+16,
(

n—1)-(n+1)-(1> +1)- (n=3)+16

Z zatozenialiczba n jestnieparzysta, wigc liczby: (n—1), (n+1), (nz +1), (n—3) sgparzyste.

Oznacza to, ze ich iloczyn jest podzielny przez 2*. Zatem wyrazenie n° —3n* —n+19 jestsuma

dwoch sktadnikow podzielnych przez 16, a wigc jest podzielne przez 16.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Zdajacy OtrZYIMUJE ..ecccecceicriiiiiniiiacinsisnisiisiessssasssssssesasesnessssssssssesssesnsssssssasssssssasasasasssassns 1p.

gdy zapisze wyrazenie w postaci: (n4 = 1) (n-3)+16.

Z/dajacy OtrZYIUE ..ccccecererniinniinnninisinnniniiisnsisassssnessnssisnssssssssnsssnssssnsssnssssnsssassssnsssnsssansssasss 2p.

gdy zapisze nieréwno$é w postaci: (n—1)- (n +1)- (n2 + 1)- (n—3)+161 nie uzasadni
podzielnosci przez 16.

Zdajacy OtrZYIUJE ..ccccecerreicnnsisnsisnnssansinisismsissssssnsesnssssnsssnssssnsssnssssnssasssssnsssnssssnsssnassansssasns 3p

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Rozwigzanie (II sposob)
Poniewaz liczba n jest nieparzysta mozemy zapisa¢ ja w postaci 2k+1, gdzie k jest liczbg
catkowita.

Zatem wyrazenie n° —3n" —n+19 przyjmuje posta¢: (2k +1) —3(2k+1)' — (2k +1)+19.
Po przeksztalceniu wyrazenia rownowaznie otrzymujemy

32k +32k* —16k° —32k% 16k +16.

Stad wynika, ze wyrazenie 32k° +32k* —16k” —32k> —16k +16 mozemy zapisaé w postaci
iloczynu 16- (2!(5 +2k* =k’ =2k° —k+1) , ktory jako iloczyn liczby 16 oraz calkowitej liczby

(2k5 +2k -k =2k —k+ 1) jest podzielny przez 16.
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Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

Zdajacy OrZYIMUJE .uecccecesescnriresanssansnsianssniisiesanssassanssasesasesnsssssssssssssasesasssssssssssssssssnsssassnassns 1p.

gdy zapisze wraz z odpowiednimi zatozeniami wyrazenie (2k +1) —3(2k +1)' — (2k +1)+191i
przeksztalei poprawnie przynajmniej jedno z wyrazen.
(2k+1)" =32k° +80k* +80Kk> + 40k +10k +1 lub

(2k +1)* =16k* +32K> +24k% + 8k +1.

Z.dajacy OrZYIMUJE ..cceeeeveieiniiieieinestiiisiiisssssassanscsnssssssssasasasssnsesssasssssasasssassssssssnassnnssnasans 2 p.

gdy doprowadzi wyrazenie do postaci 32k° +32k* —16k* =32k —16k +16 i nie uzasadni, ze
to wyrazenie jest podzielne przez 16.

Zdajacy OtrZYIUE ..ccccecerersicnisisnsinnssnnsinisisnsissssssnsenssssnssssssssnsssnssssnssasssssnsssnssssnssanassanssnassns 3p

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 10. (0-4)
Miara kata wewnetrznego n-kata foremnego jest o 2° mniejsza od miary kata wewnetrznego
(n+2)-kata foremnego. Oblicz n.

Rozwigzanie
Suma miar katow wewngtrznych n -kata foremnego jest rowna (n—2)-180°, wigc miara

(n—2)-180°

n

jednego kata wewnetrznego tego n -kata jest rowna

Tak samo wyznaczamy miare kata wewnetrznego (n+2) - kata foremnego.
n-180°
n+2

Jest ona rowna

Stad i z tresci zadania otrzymujemy rownanie
n-180° (n—2)-180° N

= 2%
n+2 n
90n _ 90(n—2)+1,
n+2 n

90n> =90(n—2)(n+2)+n(n+2),
90n* =90n* =360+ n*+2n,
n"+2n+1-361=0,
(n+1)° =197 =0,
(n+1-19)(n+1+19)=0,
(n—18)(n+20)=0,

n=18 lub n=-20.
Liczba n jest naturalna, wigc n=18.
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Schemat oceniania

Zdajacy OtIZYIMUJE ..ecceeveereriencraissaninssansnsssnessnssasssnsasesassssessssssssasssssesasssasssssssssssssssssasssasses 1p.
gdy zapisze wyrazi miare kata wewngtrznego n-kata lub(n+2)-kata foremnego w zalezno$ci
i Wi, TRO°—200- . Je200

n n+2

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Zdajacy OtrZYIUJE ..ccccecerrsicnnsisnsisnnssansinisssnsissssssnsesnssssnssssssssnsssnssssnssasssssnsssnssssnssnnassansssasns 2 p.

gdy zapisze rownanie z niewiadoma n, wynikajace z porownania miar katow wewngtrznych

n-180° (n—2)-180° .
n+2 n

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

20

wielokatow:

Z/dajacy OtrZYIUE ..ccccecerereicnriienssnissansinissansinssssnsesnssssnssanssssnsssnssssnssanssssssssnssssssssnsssnnsssassns 3p.
gdy zapisze réwnanie kwadratowe z niewiadomg n w postaci: an’ +bn+ec =0, np.:
n’+2n-360=0

i na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Z.dajacy OrZYIMNUJE ..ceeeeereieiniiieieinestieinisisissassansesnssssssasasssasssnsesssassnssasassassssssssnassnnssnasans 4 p.
gdy obliczy liczbg wierzchotkow n-kata foremnego: n =18,

10



Pobrano z arkusze24.pl

Zadanie 11. (0-6)
Podstawa ostrostupa prawidtowego ABCS jest trojkat rownoboczny ABC o boku dtugosci 6. Na

krawedziach bocznych BS i CS wybrano punkty, odpowiednio D i E, takie ze |BD‘ = ‘CE | oraz
‘DE | =4 (zobacz rysunek). Ptaszczyzna ADE jest prostopadta do ptaszczyzny $ciany bocznej
BCS ostrostupa.

S

Oblicz objgtosé tego ostrostupa.

Rozwiazanie
Wprowadzmy oznaczenia: ‘AF|= h, |SF|=x s FG‘ =y, |AS‘ =‘BS|=|CS‘ =b, |SK|=H,jak
na rysunku.
S
Z podobiefistwa trojkatéow DES i BCS otrzymujemy rownanie %= x-FTy .Stad x=2y.

W trojkacie rownobocznym ABC mamy: [AG|=33 , [4K|=2+/3 , |KG|=+3 .
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa zapisujemy uktad rownan:

11
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h’+4y* =b*
W +y* =27
9y2+9=b2

Odejmujemy stronami pierwsze i trzecie rownanie

h*+4y* =b*
h+y* =27
h*—5y*=9

Odejmujemy stronami drugie i trzecie rownanie

h*+4y* =b*
W +y" =27 .
6y° =18

Stad otrzymujemy y=\/§ . Zatem |SG‘ =3\3. Obliczamy wysoko$¢ i objetosé ostrostupa

H=,/(3J§)2—3 =26 oraz V:%-@a\/@:lsﬁ.

4

Uwagi

1. Zalezno$¢ y = 3 mozna wyznaczy¢ tez wykorzystujac podobiefistwo trojkatow AFG
i SKG (oba sg prostokatne i maja wspolny kat ostry przy wierzchotku G). Stad
otrzymujemy

|F6| _ |G|
461 56|
v _B
3J3 3y

Stad 3y3=3(ﬁ)2,wigc y=+3 . Zatem |SG|=3y =343 .

2. Zdajacy moze skorzystaé¢ z podobienistwa trojkatow SDF i SBG, czyli ,,poléwek
trojkatow” SDE 1 BCS.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

LR YA TV 1 P 1p.
Zdajacy
. o . N , . X x+y
e wykorzysta podobienstwo trojkatoéw DES i BCS i zapisze rOwnanie 16

12



Pobrano z arkusze24.pl

albo
e 7zapisze zalezno$ci wynikajace z wlasnosci tréjkata rownobocznego ABC: ‘AGl =343,

[4K|=2+3 , [KG|=A3,

albo
e zapisze skale podobienstwa trojkatow SDE 1 SBC.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny Postep ...ccccceecrnisinnsinnssnnssnisinnsisnssssnssnssssnsinnssssnsssnsns 3p.

Zdajacy zapisze ukiad rownan pozwalajacy obliczy¢ dhugosci odcinkéw potrzebnych do
W +4y* =b
obliczenia wysokosci ostrostupa, np.: <h”+y* =27
9y* +9=">"
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccocvnnninmnnninsnninnnnnsassssens 4 p.

Zdajacy obliczy dlugos¢ odcinka |SG| =3.3.

Rozwigzanie prawie pelne ... 5p.
2
Zdajacy obliczy wysokos¢ ostrostupa H = (3\@ ) —-3=26.

ROZWIQZANIe PEINE .t s sa s sn e e 6 p.

Zdajacy obliczy objetosc¢ ostrostupa: V' = 1842 .

Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i popelnia jedynie bledy rachunkowe,
to moze otrzymac 5 punktow, o ile popelnione bledy nie ulatwiajg rozwazanego
zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania.

2. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i jedynym bledem, ktory jednak nie ulatwia
rozwazania zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania, jest blad, polegajacy na
niepoprawnym:

a) zapisaniu proporcji z podobienstwa trojkatow,
b) zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa,

c) zastosowaniu nieistniejacego wzoru ,,va’ —b> =va* —\Jb*> *,

to zdajgcy otrzymuje co najwyzej 4 punkty za rozwigzanie calego zadania.

13
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Zadanie 12. (0-6)
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktorych rownanie
4x* +(2—4m)x+m’>—m—-2=0

;. . . . . . . . s v 2 2
ma dwa rozne dodatnie rozwigzania x,, x, spelniajace nieréwnos¢ x,” +x,” < 177 .

Rozwigzanie (I sposob)
Wyrdznik trjmianu kwadratowego 4x” +(2—4m)x+m* —m—2 zmiennej x jest réwny

=(2-4m) —4-4-(m* =m-2)=4—-16m+16m* ~16m" +16m+32=36>0.

Zatem dla kazdej warto$ci parametru m trojmian ten ma dwa rézne pierwiastki
x_4m26_m2 x_4m—2+6 m+l
2:4 2 ° 2.4 %
Oba pierwiastki sg dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy

m—2 - m+l
5 >01 5 >0,

m>21m>-1,
m>2.

Nieréwnosé x,° +x,” < 1—41 mozemy wigc zapisa¢ w postaci
(1] (5 <.
m*+2m+1+m’ —dm+4<17,
2m? -2m—-12<0,
m -m-6<0,
(m+2)(m-3)<0,

c (—2,3) .

Uwzgledniajac warunek m >2 , otrzymujemy m e (2,3).

wigc

Uwaga 1.
Pierwiastki trojmianu kwadratowego 4x” + (2—4m)x+m ? —m—2 zmiennejx mozemy
wyznaczy¢, rozkladajac ten trojmian na czynniki w nastgpujacy sposob
45 +(2—4m)x+m* —m—2=4x>+2x—4mx+m’ —m—2 =
=4x* -2mx+4x—-2mx—2x+m’ - 2m—-2x+m—-2=

=2x(2x-m+2)-m(2x-m+2)—(2x-m+2)=

= - +1 =2

=(2x-m-1)(2x-m+2) —4(x—mT)(x—mT).
To oznacza, ze dla kazdej warto$ci parametru m trojmian ma dwa rézne pierwiastki
rzeczywiste

X, =—‘""‘2_2 , X, =mT+1.

Uwaga 2.
Aby wyznaczy¢ zbior tych warto$ci parametru m, dla ktorych oba pierwiastki tréjmianu
kwadratowego 4x” + (2—4m)x+ m* —m—2 zmiennej x sa dodatnie wystarczy zauwazy¢, ze

m-2 o mt _ x, , wige wystarczy, Zeby spelniona byla nierdwnoé¢ = —2

T N

>0,czyli m>2.

14
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Uwaga 3.
Mozemy tez zauwazyc¢, ze oba istniejgce pierwiastki trojmianu kwadratowego sg dodatnie,
gdy f(0)>01i x, >0, gdzie f(x)=4x"+(2—4m)x+m’ —m—2 . Otrzymujemy wtedy

uklad nieréwnosci z niewiadoma m

2 - 4dm—2
m-m-2>01i ‘3{4 >0
(m=2)(m+1)>0im>1

m—2>0im>%

m>2.
Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwiagzanie zadania sklada si¢ z trzech etapow.

Pierwszy etap polega na obliczeniu wyrdznika tr6jmianu kwadratowego i stwierdzeniu, ze dla
kazdej warto$ci parametru m istniejg dwa rozne pierwiastki rzeczywiste; A=36>0, wigc
réwnanie ma dla kazdej wartos$ci parametru m dwa rozwigzania.

Za poprawne rozwigzanie nieréwnosci A >0 zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Jezeli zdajacy rozklada trojmian 4x* + (2—4m)x+ m* —m—2 naczynniki i otrzymuje postac,
w ktorej wszystkie skladniki majg ten sam czynnik, np.:
2x(2x—m+2)-m(2x-m+2)—(2x—m+2), to takie dzialanie jest odpowiednikiem
realizacji pierwszego etapu rozwigzania i zdajacy otrzymuje wtedy 1 punkt.

Drugi etap polega na wyznaczeniu
e wyznaczeniu wszystkich wartosci parametru m, dla ktorych oba pierwiastki sa
dodatnie
oraz
e wyznaczeniu tych wszystkich wartosci parametru m, dla ktérych spehiony jest

warunek x,”+x,” < IT?

Za ten etap rozwigzania zdajacy otrzymuje 4 punkty.

Podziat punktéw za drugi etap rozwigzania:

Za wyznaczenie pierwiastkow w zaleznosci od m: x, = mT—2 ) Xy mT"'l zdajacy otrzymuje

1 punkt.

m—2

2>01

Za zapisanie uktadu nieréwnosci > 0 oraz jego rozwigzanie me (2,+oo)

ni+l1
2

zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga

Jezeli zdajacy ustali, ze oba pierwiastki trojmianu kwadratowego s dodatnie, gdy f(0)>0

1 x >0, to otrzymuje 1 punkt za realizacje II etapu.

Jezeli dodatkowo zdajacy wyznaczy poprawnie wszystkie warto$ci m, ktére spelniajg te dwa
warunki, to otrzymuje 2 punkty za realizacje¢ II etapu.
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SNSRI s (mA) L (m=2\ <17
Za zapisanie nieroOwnosci 5 (5 7 zdajacy otrzymuje 1 punkt.
2 2
Za rozwigzanie nierbwnos$ci (mT"'l) +(mT_2) S%: <—2 3) zdajacy otrzymuje 1 punkt

Trzeci etap rozwigzania polega na wyznaczeniu warto$ci parametru m z uwzglednieniem
wszystkich warunkow

Za zapisanie czg¢$ci wspolnej rozwigzan me (2,3) zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Rozwigzanie (II sposéb)
Wyréznik tréjmianu kwadratowego 4x” + (2—4m)x+ m>—m—2 zmiennej x jest rowny
=(2-4m)’ —4-4-(m* -m—-2)=4—-16m+16m* —16m" +16m+32=36>0.
Zatem dla kazdej warto$ci parametru m trojmian ten ma dwa rézne pierwiastki x
Oba pierwiastki s3 dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy
x+x,>01x-x,>0,

4m-2 mi-m=2
== >01 M2 = >0,

dm>21m-m-2>0,

m>Li(m-2)(m+1)>0,

m>%im—2>0,
m>2,

Nierdwnosé x,” +x,” < 1—41 mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej
X" +2x,x,+x, =2XX, <17

(x, +ch)2 -2xx, < T?

Ze wzorow Viete’a otrzymujemy

(o2 -2 mp2 o

4m1—4m+1—2(m1—m—2 <17,

2m’ +2m—12<0
m +m—-6<0,
(m+2)(m—3)£0.

€ (—2,3) .

Uwzgledniajac warunek m >2 , otrzymujemy m € (2,3) .

wiec

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie zadania skiada si¢ z trzech etapow, kazdy etap polega na zapisaniu i rozwigzaniu
nierownosci lub uktadu nieré6wnosci z niewiadoma m. W efekcie zdajacy musi rozwigzac cztery
nierdwnosci z niewiadoma m.

Pierwszy etap polega na obliczeniu wyroéznika trojmianu kwadratowego i stwierdzeniu, ze dla
kazdej wartosci parametru m istniejg dwa rozne pierwiastki rzeczywiste: A=36>0, wigc
réwnanie ma dla kazdej wartos$ci parametru m dwa rozwigzania.
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Za poprawne rozwigzanie nieréwno$ci A >0 zdajacy otrzymuje 1 punkt.
Drugi etap
Zapisanie nierownosSci x;x, >0 w postaci . Za poprawne rozwigzanie tej nierownosci

me (—oo,—l) U(Z,m) zdajacy otrzymuje 1 punkt.

1
1. x,+x,>0.Za poprawne rozwigzanie tej nierOwnosci me [E,m] zdajacy otrzymuje

1 punkt.

2. xl+x < % . Za poprawne rozwigzanie tej nier6wnosci zdajacy otrzymuje 2 punkty.

2 2
4m—2] _,m -m-2 _17
4 4

Przy czym za przeksztalcenie nierownosci do postaci [
otrzymuje 1 punkt.

Trzeci etap
Za zapisanie cze¢$ci wspolnej rozwigzan me (2,3) zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategie rozwiazania i popetnia jedynie bledy rachunkowe, to moze
otrzymac¢ 5 punktow, o ile popelnione bledy nie ulatwiajg rozwazanego zagadnienia na
zadnym etapie rozwigzania.

2. Jezeli zdajacy stosuje nieistniejgcg zaleznosé: ,suma kwadratow = kwadrat sumy”,
prowadzaca do uproszczenia badanego problemu, lub zdajacy stosuje inny bledny wzor,
prowadzacy do uproszczenia badanego problemu, to otrzymuje co najwyzej 4 punkty
za cale rozwigzanie.

3. Zatrzeci etap rozwigzania (zapisanie cz¢sci wspolnej zbiorow rozwigzan otrzymanych
nierownosci) zdajacy moze otrzymac 1 punkt tylko wtedy, gdy spelnione sg jednoczesnie
nastepujace warunki:

a) Z; #0 dlakazdego i=0,1,,1,,2,,2,,3;

b) Z; # R dlakazdego i =1,,1,,2,,2,,3;

c) -(Z,- c ZJ-) dla kazdego i # j oraz i, j=1,1,,2,2,,3 pozainkluzjg Z, c Z, , ktora

jest prawdziwa.

W powyzszych zapisach:

Zy, =R oznacza zbior rozwigzan nieréwnosci A(m)>0;

z, = (2,+e2) oznacza zbi6r rozwigzan nierdwnosci x; (m)>0;

Z, =(~1,+e=) oznacza zbiér rozwigzaf nieréwnosci x, (m)>0;
Z, = (—2, 3> oznacza zbior rozwigzan nierownosci (Jr,l2 + .7«:22 ) (m) < % :

Z, = (%ﬁoo) oznacza zbior rozwiazan nierdwnosci (x; +x, )(m)>0;

Z,, =(—eo,—1)U(2,+e°) oznacza zbidr rozwiazan nierownosci (x; - x, )(m)>0.
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Zadanie 13. (0-6)
Punkt A=(-2,6) jest wierzcholkiem rombu ABCD o polu 90. Przekatna BD zawiera si¢

w prostej [ o rownaniu 2x—y —5=0, Wyznacz dlugos¢ boku tego rombu.

Rozwigzanie (I sposob)

Wyznaczamy réwnanie prostej k zawierajace] przekatng AC rombu (prosta k jest prostopadia
do prostej [, punkt 4 lezy na prostej k.

1
k:y=——x+5
% 2
y=2x-35
Z ukladu réwnan 1 5 Wyznaczamy wspolrzedne punktu § =(4,3) (Srodek symetrii
y=——x+
2

rombu). Punkt S jest jednoczesnie srodkiem przekatnej AC, co pozwala obliczy¢ dlugosé

przckatne] AC: 2:|AS|=2-y/(4+2)" +(3-6)’ =2-36+9 =65 .
Wykorzystujemy informacj¢ o polu rombu i obliczamy dlugos$¢ drugiej przekatne;j.

l|AC| .|BD|=90
2

1
5-6J§-|BD|—90

BD| =65

Stwierdzamy, ze rozwazany romb jest kwadratem, ktérego przekatna ma diugos¢ 65 . Zatem

6v5 _
ﬁ—&/ﬁ.

bok kwadratu ma dlugosc

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Zdajacy OtIZYMUJE ..ccccecceiceiiiiiuiiiacinsisnisiisiessssasssssssesasesnsssssasssssssssesnsssssssasssssssssasasasssassns 1p.
gdy wyznaczy roOwnanie prostej prostopadlej do prostej /, przechodzacej przez punkt 4:

1
=——x+5.
4 2

Z/dajacy OrZYIMUJE ..cceeeeveieiniiieieiaeseiciniiissssassasssnsssssssssssasasssnsesssssasssasasssassssssssnassnnssnasans 2 p.

gdy obliczy wspotrzedne punktu S: § =(4,3).

Z/dajacy OtFZYIMNUJE ..cceeeeveieiniiieininestisiesiiisissassssssnssasssasssssasssasesssssasssasassassssssssnasssnssnasans 3p.
gdy obliczy dtugosé |AS| =345

Uwaga: Jezeli zdajgcy obliczy ‘AS | =35 jako odleglo$¢ punktu 4 od prostej / bez

korzystania ze wspotrzednych srodka symetrii rombu i1 bez zapisania rGwnania prostej
prostopadlej do prostej /, to otrzymuje 3 punkty.

Z/dajacy OrZYIMUJE ..ceeeeeveiciniiieieinestieiniiisnssassassssnesssssssssssasssnsesssasssssasasssasssssassnasssnssnasans 4 p.

gdy obliczy dlugos¢ przekatne;j |BD| =645 .
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Z/dajacy OFZYIMUJE ..ceeeeeceieiniiieisiaestisisisissssassasssnssssssssssssasssnsesssssasssasassassssssssnassnnssnnsns 5p.
gdy zauwazy, ze rozwazany romb jest kwadratem.

Zdajacy OtrZYIMUJE .ccccueeeeeieieiinieiinisianisianesisnesiantesssnsesssasesssnsesssasessssssssnassssnassssnassssnsssssns 6 p.
gdy obliczy dlugos¢ boku rombu: 3410 .

Uwaga

Jezeli zdajacy nie zapisze, ze rozwazany romb jest kwadratem, ale korzysta z tego faktu i
poprawnie wyznacza dlugos$¢ boku kwadratu, to moze otrzymac 6 punktéw, o ile nie popetnia
btedow na innych etapach rozwiazania.

Rozwigzanie (I sposiob)
Wyznaczamy réwnanie prostej k zawierajacej przekatng AC rombu (prosta k jest prostopadia
do prostej /, punkt 4 lezy na prostej k.

1
k:y=——x+5
> 2
y=2x-5
Z ukfadu réwnan 1 5 wyznaczamy wspolrzedne punktu S =(4,3) (Srodek symetrii
y=——x+
2

rombu). Zauwazamy, ze pole tréjkata ABS stanowi % pola rombu ABCD i jestrowne 22,5.

Uwaga: Zdajacy moze wyznaczy¢ wspolrzedne punktu C: C=(10,0) i wyznaczy¢
wspolrzedne punktu B przy wykorzystaniu pola trojkata ABC, ktore jest rowne 45.

Przyjmujemy oznaczenia dla wspotzednych punktu B: B =(x;,y, ) . Wyznaczamy
v@é]:rzc;dne wektorow AS i_AjB. .

AS =[4+2,3-6]=[6,-3], AB=[x,+2,y,—6].

Wyznaczamy pole trojkata ABS:

P s =%|6y3 ~36+3x; +6|

Punkt B lezy na prostej /, wiec jego wspolrzedne spelniajg rownanie tej proste;j.
Rozwigzujemy uklad rownan:

|65 +3x; —30| =45

Yp =2x5—3.
Otrzymujemy dwa przypadki:
15x, —60=45 lub 15x, —60 =—45 .
Stad x, =7 lub x, =1
Rozwigzaniami uktadu sa dwie pary liczb (7,9) oraz (1,—3). Zauwazamy, Ze takie same
warunki, jak punkt B, spelnia punkt D. Wyciggamy wniosek, ze otrzymane pary liczb to
wspolrzedne wierzcholkow B oraz D.

Uwaga: Zdajacy moze rozwigzac tylko jeden przypadek, bo moze uznac, ze do policzenia
dlugosci boku rombu wystarczy wyznaczy¢ dowolny z dwoch sasiednich dla 4 wierzcholow.

Obliczamy dhugosé odcinka AB: |[4B|=y/(7+2) +(9-6)" =81+9 =310,
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Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

Z/dajaCy OLIZYIMUJE .cevceveererernrssenssncssanesnsssansssssssnsssnssssnsssnssssnsssassssnssanssssnsssnsssassssnassansssassns 1p.
gdy wyznaczy roOwnanie prostej
1

k:y=—=x+5

& 2
Zdajacy OtFZYIMUJE .cccceeeceieiciinieiinisienisianisianesissnsesssnsesssasesssasesssasessnnsessnassssnassssnassssnsssssns 2 p.
gdy obliczy wspotrzedne punktu S: § =(4,3).
Z/dajacy OtrZYIUE ..cccceeererrisnrsienninnssnnninisssnssansssnsssnssssnsssnssssnsssnsessnssanssssnsssnssssssssnsssansssassns 3p

gdy wykorzysta warto§¢ pola rombu i zapisze rownanie z dwiema niewiadomymi —
wspolrzednymi wierzcholka rombu, np.: |6y3 +3x, — 30‘ =45,
Z/dajacy OtrZYIUE ..ccccecerernisnrsienninnssansinisssnsinssssnsesnssssnssanssssnsssasessnssanssssasssnsssnssssnassansssassns 4 p.
gdy zapisze rownanie z jedng niewiadomg — wspélrzedna punktu B, np.:

12x, —30+3x, —30|=45.
Z/dajacy OtrZYIUE ..ccccecernreisnriienssnissaneinissansisnssssnsssnssssnssanssssnsssnsessnssanssssnsssnsssnssssnsssansssassns 5p.
gdy obliczy wspotrzedne punktu B, np.: B=(7,9).

Z/dajacy OFZYIMUE ..ceeeeeveieiniiieieiaesaieisisisissassansssnssssssssssssasssnsesssasssssasasssasssssassnassnnssnasns 6 p.
gdy obliczy dtugos$¢ boku rombu: 3410 .
Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategic rozwiazania i popetnia jedynie bledy rachunkowe, to moze
otrzymac¢ 5 punktéw, o ile popelnione bledy nie ulatwiajg rozwazanego zagadnienia na
zadnym etapie rozwigzania.

2. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i jedynym bledem nierachunkowym, ktory
jednak nie ulatwia rozwazania zagadnienia na zadnym etapie rozwigzania, jest blad,
polegajacy na niepoprawnym:

a) ustaleniu wspolczynnika kierunkowego prostej prostopadie;,

b) wyznaczeniu wyrazu wolnego w réwnaniu prostej prostopadie;j,

¢) zastosowaniu niepoprawnego wzoru na pole rombu lub pole trojkata,
d) wyznaczeniu wspolrzednych wektora,

e) zastosowaniu wzoru na odleglo$¢ punktu od prostej,

f) zastosowaniu twierdzenia Pitagorasa,

g) zastosowaniu nieistniejacego wzoru ,,va’ +b*> =a’ + \/b_z”
to zdajacy otrzymuje co najwyzej 4 punkty za rozwigzanie calego zadania.
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Zadanie 14. (0-4)

Rozwigz rownanie 4sin7xcos2x =2sin9x—1 w przedziale (0,7:) .
Rozwigzanie I sposob

Przeksztalcamy réwnanie w spos6b rownowazny

4sin 7xcos2x=2sin9x—1

2sin 7xcos 2x =sin 9x —%
- . . 1
sin 9x +sin 5x =sin9x _E

sinSx=——
2

r 117z
5x = v + 2k lub S5x = - +2km , k — liczba catkowita.

Zatem w przedziale (O,Jz) mamy nast¢pujace rozwigzania tego roOwnania:
I 197 x_ll;z 237w

T30 30 30 ° 30

X

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
LA E: )| 1p.
Zdajacy zastosuje wzor sin 9x+sin Sx=2sin 7xcos2x ina tym poprzestanie lub dalej
popetnia bledy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny POSteD ....cceeeeiiieisiiesceeicncciersiessssesssaesnnssensssnassnnens 2p.

: |
Zdajacy zapisze rownanie w postaci rownowaznej sinSx = 5

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccveciesncsnsseniesseniesssiescssssssusssssnssassnssansnns 3p.

: 1
Zdajacy zapisze wszystkie rozwiazanie rOwnania SinSx = ~3 w zbiorze liczb rzeczywistych:

r 11z
Sx= ?4‘ 2k7z lub S5x = ?4‘ 2kr , k —liczba catkowita.

RoZWigzanie PelNe ..cuiceininiiieinininiiiinineiiicnnsniseisisssssninsieisnssnssessssissnsisnsssassssasens 4 p.
: : . : ., : . 1L 197
Zdajacy zapisze wszystkie rozwigzania rownania w przedziale <O, ;z> Cx= P x= ip
_lz 237

x= , X= .
30 30
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Rozwigzanie II sposob
Przeksztalcamy rownanie w spos6b rownowazny

4sin 7xcos2x=2sin9x—1

2sin 7xcos 2x =sin(7x+2x) —%
2sin 7xcos2x=sin7xcos2x +sin2xcos 7x —%

sin 7xcos2x—sin2xcos7x = —%

sin 5x =—l

7 11
5x = ?I +2kz lub 5x = Tﬂ + 2k , k — liczba catkowita.

Zatem w przedziale (0,;:) mamy nast¢pujgce rozwigzania tego rownania:
T 197 117z 23z
X=—, X=—, xX=—, X=—r
30 30 30 30
Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
L1V BV 1 1L TP 1p.

: . 1, .
Zdajacy zapisze, rownanie w postaci sin 7x cos 2x —sin 2x cos 7x = ) 1 na tym poprzestanie
lub dalej popelnia bledy.
Rozwigzanie, w Ktorym jest istotny PoStEP .....ccceeicieeiciceeiciseicinnicinnscssnsssssnsssssnassssnsesnans 2p.

: : . : . 3 1
Zdajacy zapisze rownanie w postaci rownowaznej sinSx = —3

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania.......cccveciesncsnsseniesseniesssiescssssssusssssnssassnssansnns 3p.

: 1 : . .
Zdajacy zapisze wszystkie rozwigzanie rownania Sin3x = Y w zbiorze liczb rzeczywistych:

5x=%’ 2kn lub 5x =%+2sz

Rozwigzanie Pelne .....ciciiniiiiinininininiiisssnissisissssssssississssssssssmssms s 4 p.
: : : : o : . 1L 197
Zdajacy zapisze wszystkie rozwigzania rownania w przedziale <O, 72’) TXxX= e x= TR
_lz 237

x= g X= .
30 30

Uwaga

1. Jezeli zdajacy przed uzyskaniem elementarnych rownan trygonometrycznych popehia jeden
blad, polegajacy na niepoprawnym zastosowaniu wzoru: na sumg¢ sinuséw lub na sinus sumy,
to moze otrzymac:
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- co najwyzej 2 punkty za cale rozwigzanie, o ile w rezultacie konsekwentnego postepowania
otrzyma 4 rozwigzania w przedziale (O,Jz) .

albo
- co najwyzej 1 punkt za cale rozwiazanie, o ile w rezultacie konsekwentnego postepowania
otrzyma 2 serie rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych.

. 1 : : : :
2. Jezeli przy rozwigzywaniu réwnania Sindx = > zdajacy zapisze serie dla kata x, zamiast
kata 5x, to otrzymuje co najwyzej 2 punkty za cale rozwigzanie.
; 1 : : : ik
3. Jezeli przy rozwigzywaniu rGwnania sin 5x = =5 zdajacy zapisze serie dlakata Sx1i jedynym

popehlionym przez niego bledem jest zapisanie niepoprawnej wielokrotnosci kata 7, to
zdajacy moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cale rozwigzanie, ale tylko w przypadku, gdy
wsrdd zapisanych rozwigzan co najmniej dwa znajduja si¢ w przedziale (0, zz) .

. 1 : . . :
4. Jezeli przy rozwigzywaniu rownania Sin35x = ~3 zdajacy zapisze poprawnie tylko jedng

seri¢ dla kata 5x i dalej konsekwentnie rozwigze zadanie do kofica, to moze otrzymac co
najwyzej 3 punkty za cale rozwiazanie.

. 1 : : . .
5. Jezeli przy rozwigzywaniu rownania sin3x = ~3 zdajacy nie zapisze serii dla kata 5x, ale

zapisze niepoprawne serie dla kata x, i na tym zakoficzy, to moze otrzymaé¢ co najwyzej
2 punkty za cale rozwigzanie,
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Zadanie 15. (0-7)
Dany jest okrag o $rodku S i1 promieniu 18. Rozpatrujemy pary okregow: jeden o Srodku S,
i promieniu x oraz drugi os$rodku S, i promieniu 2x, o ktérych wiadomo, ze spehiaja

jednoczesnie nastgpujace warunki:

=  rozwazane dwa okregi sg styczne zewngtrznie;

=  obydwa rozwazane okrggi sg styczne wewngetrznie do okrggu o srodku §
i promieniu 18;

* punkty: S, §,, S, nie leza na jednej proste;j.

Pole trojkata o bokach a, b, ¢ mozna obliczy¢ ze wzoru Herona P = .Jp(p —a)(p-b)(p-c),
gdzie p — jest polowa obwodu trojkata.

Zapisz pole trojkata SS,S, jako funkcje zmiennej x. Wyznacz dziedzing tej funkcji i oblicz
dlugosci bokow tego z rozwazanych trojkatow, ktorego pole jest najwigksze. Oblicz to
najwigksze pole.

Rozwigzanie

Z warunku stycznosci okrggow otrzymujemy rownania;

|S5,|=18-x,

|SS,|=18-2x,

‘SISZ‘=2x+x=3x,

18—2x+18—x+2x+x

2
Zatem pole tego troéjkata mozemy zapisac jako funkcj¢ zmiennej x, wzorem

P=[182x x(18-3x) = [108x" (6-x) .
Dziedzing tej funkcji jest zbiér takich wartosci x, ze x€ (0,6) . Wystarczy zbada¢ funkcje
f(x)=-x’+6x" Pochodna tej funkcji jest réwna /f"'(x)=-3x>+12x

Obliczmy miejsca zerowe 1 zbadajmy znak pochodne;j

Polowa obwodu tréjkata SS,S, jest réwna p = 18.
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f'(x)=0e-3x+12x=0,stad x=0 lub x=4.
Uwzgledniajac dziedzing funkcji mamy:
f'(x)>0e xe(0,4)
f'(x)<0& xe(4,6)
Zatem funkcja fjest w przedziale (0,4) rosngca, a w przedziale (4,6) malejaca.
Wiynika stad, ze dla x =4 funkcja f ma maksimum lokalne, ktore jest jednoczesnie jej
najwicksza warto$cig.
Dlugosci bokow trojkata o najwigkszym polu wynosza:
|5S|=14,
SS,|=10,
|5,8,|=12.

Oraz pole P=+/108-16-2 =246 .

Schemat punktowania
Rozwigzanie zadania sklada si¢ z trzech etapow.

o Pierwszy etap sklada si¢ z trzech czegéci:
a) zapisanie rownan wynikajgcych z warunku stycznosci okregow, |SSI| =18-x,

|SS,|=18-2x, |8,S,| =2x+x=3x,
b) zapisanie pola trojkata jako funkcji zmiennej x:

P=,/108x*(6-x)

c¢) okreslenie dziedziny funkcji P. 0<x<6.
Za kazda z czgscl tego etapu zdajacy moze otrzymac po 1 punkcie.
Uwaga do etapu I
Punkt za czgs¢ trzecig (wyznaczenie dziedziny funkcji) zdajacy otrzymuje niezaleznie od
realizacji dwoch pierwszych czesci tego etapu, pod warunkiem, ze rozwaza wyznaczong przez
siebie funkcj¢ jednej zmiennej.

e Drugi etap sklada si¢ z trzech czgsci:
a) wyznaczenie pochodnej funkcji £ f'(x) =-3x>+12x,

b) obliczenie miejsca zerowego pochodnej: x=0 lub x=4 .
c¢) wyznaczenie przedzialé6w monotoniczno$ci funkciji f i uzasadnienie, ze dla x =4
funkcja fosigga najwigksza wartosc.

Uwagi do etapu 11

I1. 1. Jezeli zdajacy wyznaczy pochodng funkcji z bledem, ale wyznaczona pochodna ma posta¢
funkcji kwadratowej, ktora ma dwa miejsca zerowe, w tym przynajmniej jedno w wyznaczone;]
dziedzinie funkcji, to zdajacy moze otrzymac punkty za czgs¢ 2. i 3. tego etapu, o ile
konsekwentnie obliczy miejsca zerowe pochodnej lub uzasadni istnienie najmniejszej wartosci
rozwazanej funkciji.

II. 2. Badanie znaku pochodnej zdajacy moze opisa¢ w inny sposob, np. szkicujac wykres
funkcji, ktora w ten sam sposéb jak pochodna zmienia znak.

II. 3. Za poprawne uzasadnienie, ze rozwazana funkcja posiada warto§¢ najmniejszg dla
wyznaczone]j wartosci x, przy ktorej pochodna si¢ zeruje, mozna uznac sytuacje, gdy zdajacy:
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— opisuje, slownie lub graficznie (np. przy uzyciu strzatek), monotonicznos¢ funkcji £;

— zapisuje, ze dla wyznaczonej warto$ci x funkcja f ma minimum lokalne i jest to jednoczesnie
jej najmniejsza warto$c. Jezeli zdajacy nie przedstawi takiego uzasadnienia, to za II etap moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty.

e Trzeci etap.
Obliczenie dlugo$ci bokéw i pola trojkata |SS,| =14, |SS,|=10, |S,S,|=12, P= 2446 .
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.
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